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1. Introducciéon

El propédsito de estos apuntes y ejercicios es demostrar el Teorema de Jacobi sobre
los menores de la matriz adjugada clésica. Para lograrlo comenzamos mencionando
las propiedades basicas del determinante de una matriz, asi como el hecho de que el
determinante es una funcion polilineal y alternante de los renglones, que es un tema
estandar de dlgebra lineal pero considero 1til incluirlo; luego pasamos a los temas sobre
menores, cofactores, desarrollo del determinante por cofactores, matriz adjugada clasica
y su propiedad principal donde se incluyen demostraciones, ejemplos y ejercicios que
serviran como idea para comprender las demostraciones posteriores. Después de esto
estamos listos para comenzar nuestro camino hacia la demostracion del Teoreme de Jacobi,
el cual consiste en utilizar matrices definidas por menores. Se comenzard la segunda
mitad del texto definiendo la k-ésima matriz de menores de una matriz (kth compound
matrix), luego mencionaremos la férmula de la expansién de Laplace para el determinante
que es una generalizacion de la expansién por cofactores. Se definird en analogia con la
matriz adjugada clésica o matriz de cofactores transpuesta, una matriz de complementos
algebraicos transpuesta, ademas también demostraremos una propiedad para esta nueva
matriz que se compara con la propiedad principal de la matriz adjugada clasica. Dejaremos
a un lado por un momento las matrices de menores para pasar al famoso Teorema
de Binet—Cauchy sobre el determinante del producto de dos matrices que utilizaremos
para luego demostrar el Teorema de Binet-Cauchy para matrices de menores. En este
punto estaremos en condiciones para cumplir nuestro proposito, demostrar el Teorema de
Jacobi, nos basaremos en la propiedad principal de la matriz de complementos algebraicos
transpuesta y en el Teorema de Binet—Cauchy para matrices de menores.

2. Determinantes

2.1. Definicién y propiedades

Sea F un campo.

Definicién 2.1. Sea A € M, (F) con A = [A;;]},_,, se define el determinante de A
mediante la siguiente férmula:

n

det(A> = Z SgnSOHAi,ap(i) = Z sgn @Al,g@(l) e An,ap(n)a (1)

YESy i=1 PYESH

donde S,, es el conjunto de las permutaciones del conjunto {1,...,n}.



Ejemplo 2.2. El determinante deS una matriz de orden 3 x 3 es:

Ain A A
Ay Agg Ags | =
Aszy Azo Ass

= A1 AgpAs 3 — A19As 1 A3 + A19As3A31 — Ay 3As0A31 — A1 As3As o + Ai3As i Aspo.

En cambio si queremos calcular el determinante de

Ass Agy }
B = ) )
{ Ay A |7

no debemos confundirnos, por definicion tendremos que
det(B) = B11B2s — B12B2 1,
donde By = Ags, Bi1o = Asq, Bay = A1y Bao = Ay, y entonces
det(B) = Ay0A1 ;1 — Agjl.

Las propiedades que se mencionan a continuaciéon no se demuestran pero pueden verifi-
carse facilmente a partir de la definicion del determinante.

Observacién 2.3. Sean A € M, (F) y A € F.

1. Determinante de la matriz transpuesta.

det(A") = det(A).

Por ejemplo, para una matriz de orden 2 X 2 tenemos:

A Agy
Ay Agp

Arg Aip
Asq Agp

=A11A29 — A19As1 = A1 Asg — Ag1Ai g = ‘

2. Determinante de la matriz indentidad.

det(I,) = 1.

3. Determinante de una matriz multiplicada por un escalar.

det(AA) = A" det(A).



4. Determinante de una matriz triangular superior.
Sea A € M,,(F) una matriz triangular superior, es decir, A4; ; = 0 si ¢ > j, entonces

det(A) = ] Ais-

Por ejemplo:

Air A A
0 Ao Asg | =A11A422A53.
0 0 As,

La siguiente proposicion nos sera 1til més adelante y para la demostracion es suficiente
la definicién de determinante, por eso la enunciaremos y desmostraremos en seguida.

Proposicién 2.4. Sean A € M, (F), o,7 € S,, y B la matriz que se obtiene de A al
permutar sus filas respecto a o y al permutar las columnas respecto a T, es decir, para
cada i,j € {1,...,n} B;; = Asq)-(j)- Entonces se cumple

det(B) = sgn(o) sgn(7) det(A).

Demostracion. Tenemos por la definiciéon de determinante que

det(B ngn H ngﬂ H o(i),rop(i) (2)

PpESK i= pESH i=1
ya que si B;; = Ay().-(j) entonces B; ,i) = Ao(i) rop(i)- S€a j = (i) y escribamos (2) en
términos de j para reordenar los productos

n

det(B) = Z sgn(p) HAJ-,TO@OUA(]-).

PpESH 7j=1
Multipliquemos el sumando de la derecha anterior por sgn(7)sgn(o) dos veces para no
alterarlo, entonces

n

det(B) = sgn(7) sgn(o Z sgn(7) sgn(p) sgn(o HA] Topoa— (3)

PESK j=1

Tenemos que 75,01 = S, ya que S, es un grupo. Sea entonces p = 7o p oo~ ! y usando
el hecho de que sgn(o~!) = sgn(o) tenemos

sgn(p) = sgn(7 o oo™") = sgn(7) sgn(y) sgn(o),



escribiendo (3) en términos de p obtenemos finalmente

n

det(B) = sgn(7) sgn(o) Z sgn(p) H Aj o) = sgn(7) sgn(o) det(A). O

PESH j=1

2.2. El determinante como forma polilineal alternante de los
renglones

A veces es comodo considerar la funcién determinante como una funcién de n argumentos

. n
vectoriales: para aq,...,a, € F", donde a; = [a'ivj}j—l’
ai CL171 e aLn
Det(ay,...,a,) =det | ... | =det
an pi .- Gpp

)

Vista de esta manera la funcion determinante cumple con las propiedades que enunciare-
mos a continuacion.

Teorema 2.5 (El determinante es una forma n-lineal de los renglones). Para todo indice
ke {l,...,n}, todos los vectores ay,...,a5_1,b,¢,ax41,...,a, € F" y todos los escalares
A € F se cumple:

Det(ay,...,ap—1,\b+ puc, agqq,...,a,) =

= ADet(ay,...,ar_1,b,a541,...,a,) + pDet(ar,...,a5_1,¢C Qxs1,-..,a).

Por ejemplo se tiene

4 5

3 3
-4 5

=3 s,

al ver a la primera fila como un multiplo de [1 1], y
-4 3| | -4 3 n —4 3
2 1] 2 0 01

considerando la segunda fila como suma de [2 0] y [0 1].

Y




Teorema 2.6 (El determinante es una funcién alternante de los renglones). Sean
ai,...,a, € F" y a; = a; para algunos 1 <@ < j < n entonces:

Det(ay,...,a,) = 0.

En otras palabras, indica que el determinante de cualquier matriz con dos filas iguales es
cero.

Proposicién 2.7 (El determinante es una funcién antisimétrica de los renglones). Sean

ai,...,a, € F" entonces para todo par (i,7) con 1 <i < j <n se tiene:
Det(al, ey A1, A4y Qg 1y o ooy A1, Ay A1, - - ,CLn) =
_Det(aflu"'7ai717aj7ai+17"'7aj717ai7a‘j+17"'7an)-

Ejercicio 2.8. Deduzca a partir de los teoremas (2.5) y (2.6) la proposicién (2.7).
Sugerencia.
Generalize la siguiente idea con vectores: para una matriz de tamano 2 x 2 se tiene

Aig+ Ay Ao+ Agy _ A Aqg Ayy Ags
Ay1 + A1y Ago+ Ao Ayy Agy A Apo

Y

‘

por la linealidad del determinante. Ademas el determinante es igual a 0 porque la matriz
tiene sus dos filas iguales, entonces

Arg Aip
Asr Az

_ As1 Agy
A Ao

Corolario 2.9. Sean ay,...,a, € F" y A € F. Entonces para toda pareja j, k € {1,...,n}
se cumple
Det(ay,...,a,) = Det(ay, ..., aj_1,a; + Aag, @jt1, ..., a0).

El corolario anterior permite aplicar la eliminacion de Gauss al calculo de determinantes.
Tenemos el siguiente ejemplo para mostrar su uso.

Ejemplo 2.10. Sea

-1 -3 5
A= 1 4 =3
2 7 =3



Calculemos su determinante usando el corolario anterior:
sumamos a la fila 2 la fila 1 y no alteramos el determinante

-1 -3 5
det(A) = o 1 2],
2 7 =3
a la fila 3 le sumamos 2 veces la fila 1
-1 -3 5
= 0o 1 2/,
0o 17
finalmente a la fila 3 le restamos la fila 2
-1 -3 5
= 0o 1 2/,
0 05
obtenemos el determinante de una matriz triangular superior, entonces
det(A) = —b.

Observacion 2.11. El determinante es una funcién polilineal alternante de las colum-
nas, y se cumplen las propiedades anteriores para columnas en vez de renglones. Esto es
porque el determinante de una matriz es igual al determinante de su transpuesta.

Ejercicio 2.12.

1. Demuestre que el determinante de una matriz complejas antisimétrica y de orden
impar, es cero. Como recordatorio, una matriz A es antisimétrica si AT = —A.

2. Demuestre que el determinante de una matriz compleja anti-hermitiana de orden
impar, es puramente imaginaria. Una matriz es anti-Hermitiana si AT = —A.

3. Calcule el determinante de las siguientes matrices usando las propiedades vistas.

-2 1 -2 -3 0 0 O
4 =5 4 3 z 0 = 0
—2 1 4 4|’ 0z 0 z |’
1 -1 -1 -1 | 00 z 0
[0z 000 [ 1 )
z 0 2z 00 n+1 .. 2n
0O 0 z 0], ) )
00z 0 = : :
000 = 0 | (n—=Dn+1 ... n?




3. Conceptos basicos y expansion del determinante
por cofactores

3.1. Submatriz

Definicién 3.1. Sean A € M,y p(F), p < n, ¢ < m, I = (i1,...,3,) € {1,....,n}Py
J=(j1,---,7q) €{1,...,m}4, denotamos por Al a la submatriz de A dada por:

A{] = [Aimjﬁ]g,%:l'

A esta matriz le llamaremos submatriz de A correspondiente a las filas con indices en I y
columnas con indices en J, o simplemente submatriz (1,.J) de A.

Si I = (1,...,n) entonces escribiremos simplemente A; en vez de AL y de manera similar
si se tiene J = (1,...,m) escribiremos A’ en lugar de A%. Notemos que

Al = (A, = (AL

Si I y J son algunos subconjuntos de indices (I C {1,...,n},J C {1,...,m}), entonces
los convertimos en listas escribiendo sus elementos en orden ascendiente para aplicar la
definicién escrita arriba. Asi por ejemplo se tendra que
{3,1} _ 4(1,3)
Ay = Ay
Ejemplo 3.2. Para una matriz de orden 4 x 3 las submatrices [(1,2,4),(2,1)] v
[(1,4,2),(2,1)] de A son:

[ Ao Aig ]
Agﬁfl) = | Aso Asi |,
Ago Asn
y _ -
Aig Aig
Agﬁf) = | Ay Ay
Asg Agn

Vemos que aunque los conjuntos de indices de los renglones en ambas submatrices son
iguales, las submatrices son distintas pues consideramos tuplas para los indices.

3.2. Menor

Definicién 3.3. Sea A € M,um(F), 1 < i3 <ig < ... <, <n, 1 <j1 <jo<...<
Jr < m. El menor de rango r de la matriz A, correspondiente a las filas iy,...,7, y las

8



columnas ji,..., Jj., se define como el determinante de la submatriz AE

il ig e ir .
or M S " ). Es decir
P 4 ( 71 J2 - Jr )
L (i1,00nsir)
MA ( jl j2 LI jr ) T det(A(]lﬁ,]T)).

Ejemplo 3.4. Dada la siguiente matriz

1 30 5
A= 2 31 -4
-2 01 -3

?

i17"'7i7‘)
jl?"'LjT)

calculemos el menor correspondiente a las filas 1,3 y a las columnas 2, 3.
La submatriz AE;Q es la que tiene sus entradas en la interseccion de las filas 1 y 3 con las
columnas 2 y 3 de la matriz original. A continuacion se resaltan tales entradas:

1 3 0 5
2 31 —4 |,
-2 01 -3
entonces
a3 |3 0
A(m)‘[o 1}’
asi

y se denota

Observacion 3.5. Al elegir las filas y columnas para un menor, por definicion, se es-
criben los indices en una lista con orden ascendiente asi que no tiene sentido hablar por
ejemplo del menor correspondiente a las filas 1, 3,2 y columnas 1, 2, 3, sin embargo si tiene
sentido, segin nuestra definicién, hablar de la submatriz correspondiente a las filas y a

las columnas con tales indices.

3.3. Cofactor

Definicién 3.6. Sean A € M, (F), p,q € {1,...,n}. El cofactor (o el adjunto) de
la entrada (p,q) de la matriz A se define como el menor correspondiente a las filas



{1,...,n}\{p} v las columnas {1,...,n}\ {¢}, multiplicado por (—1)?*4. Lo denotamos
por A, ;:
~ L,...,p—=1p+1,....n

— (_1\ptq ’ ’ ) ) )
Apg = (1) MA(l,...,q—l,q—l—l,...,n)’
1,....p—1,p+1,...,n

1,....,9—1,g+1,...,n
al eliminar la fila p y la columna ¢ de A, asi que

Notemos que M4 ) es el determinante de la matriz obtenida

~

qu _ (_1)p+q det <A(1,...,p—1,p+1,...,n)) '

(1,-.,g=1,g41,...,n)

Observacion 3.7. El cofactor de la entrada (2, ) no depende del valor de esta entrada.
Por definicidn, el cofactor de la entrada (i, j) se calcula usando las entradas de A ubicadas
en las filas {1,...,n}\ {i} y en las columnas {1,...,n}\ {j}. Esto implica que el cofactor
no depende del valor de la entrada (i, 7). Més ain, el cofactor de la entrada (i, j)
no depende de la i-ésima fila ni de la j-ésima columna de A. Por ejemplo, las siguientes
dos matrices A y B tienen el mismo cofactor (1, 3):

A=|7 8 -5 |, B= 7 8 0|, As=DB3=

) )

4 -2 6 -7 =9 5 ‘
1 -4 -1 1 —4 6

sin embargo A; 3 # B 3.

3.4. Teorema de expansion del determinante por cofactores
Demostraremos primero dos lemas que serviran para probar el teorema en cuestion.

Lema 3.8. Sean A € M,(F), ¢ € {1,...,n}. Supongamos que Ay = 0 para todo
ke{l,...,n}\{q}. Entonces
det(A) = Al,qu,q-

Demostracion. Usando g — 1 transposiciones de columnas, desplacemos el elemento (1, q)
a la posicién (1, 1). Formalmente, consideremos la matriz B que se obtiene de A al aplicar
las operaciones elementales:

Cq < Cq_l Cq_l — Cq_g, e, Cy < (.

10



Entonces

B.,= A,
Bip = Asj-1 cuando 1 < k < g;
B,y = A, cuando k > q.

Existen exactamente (n — 1)! permutaciones ¢ € S, tales que (1) = 1y p(i) # 1 si
1 > 1. Entonces nos queda

det(B) = Z sgn(p H (i)

PpESn i=1

= Z sgn(e H ioli) T Z sgn(p) H B; i)
©€Sn, p(1)=1 i=1 ©€Sn, p(1)#1 i=1

= Z sgn(ep H ixp(i) T Z sgn() Bi (1) H Bi )
PESn, p(1)=1 i=1 PESh, p(1)#1 i=2

pero By 1) = 0 si ¢(1) # 1, por como definimos a B, entonces

> sen(9)Biy [ Biew) =0,
=2

PESH, p(1)#1

luego tenemos

det(B) = > sen(e) [[ Biwt)
=1
= Z sgn(p) B, H Bi (i)
=2

GESn, p(1)=1
n

= DB, Z sgn(p) H Bi i)

€S, p(1)=1 i=2

2,...,mn
—Bll MB(2 n)

11



De aqui
det(A) = (—1)9" det(B)

_ (—1)q+1B171'MB ( ;,.-.,TL )

-

= (—1)" Ay, - My ( {1,2.7.'..,.7;}?\ q )

Lema 3.9. Sean A € M, (F), p,q € {1,...,n}. Supongamos que A,r = 0 para todo
ke{l,...,n}\{q}. Entonces
det(A) = A, , A,

Demostracion. Usando p — 1 transposiciones de filas, desplacemos el elemento (p, q) a la
posicién (1, q). Formalmente, consideremos la matriz B que se obtiene de A al aplicar las
operaciones elementales:

Rp g Rp_l, Rp_l < Rp_g, e, RQ < Rl.
Entonces

Bl,* = Ap,*;
By.=Ak_1. cuando 1<k <p;
By .= Ay, cuando k > p.

A la matriz B apliquemos el lema anterior:

det(B) = By ,(~1)"" Mp ( . N ) ) '
Usando que det(A) = (—1)?~! det(B), tenemos:

det(A) = Apy(~ 1) M, ( Lo ) = Apod,, 0

12



Teorema 3.10. Sean A € M, (F),
p,q € {1,...,n}. Entonces:

det(A) =Y AprAy; (4)
k=1

det(A) = Z Ak,qzzl\k’q. (5)
k=1

Nota 3.11. La férmula (4) se llama expansion del determinante por cofactores a lo largo
del p-ésimo renglon. La féormula (5) se llama expansion del determinante por cofactores a
lo largo de la g-ésima columna.

Demostracion. Podemos escribir la p-ésima fila de A en forma

n
Apy = E :Ap,kek'
k=1

Donde e, es el vector fila candénico k-ésimo en F". Usemos la linealidad del determinante
con respecto a la p-ésima fila:

det(A) = " det(Ars, .., Ap1 Apker, Apirs -, Ans).
k=1

A cada sumando apliquemos el lema anterior:

det(A) = Z Ankzzl\p’k.
k=1

Se demuestra la férmula (5) analogamente.
[l

Ejemplo 3.12. Para una matriz arbitraria de orden 3 x 3 expandiendo el determinante
sobre la primera fila se tiene:

1.
Arr Arg Ass
’ ’ ’ Ay A Ay A Ay A
Avy Aoz Aoa | = | Gy G| T g Ay | YA Ay g
A3,1 A3,2 A3,3 ’ ’ ’ )
2. Segtn la relacion anterior:
1? :; _—13 —10‘_2 _3‘+’1 _3’ 12‘1 _2‘
s 4 s 4 5|72 5 2 —4

= 10(—22) + 11 — 12(—8) = —113.

13



Ejercicio 3.13. Calcule el determinante de las siguientes matrices:

-2 0 12 3 10 0 12 3 10
1 -4 -3 1 1 -2 -3 -4 a a
4 1 0 =3[’ 2 -4 5 8|7 |0ba
5> 3 2 0 -1 3 4 0 b b

14
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4. Matriz adjugada clasica

4.1. Definicion

Definicién 4.1. Dada una matriz A € M,,(F), sea
adJ(A) = [A\j’i}n

ij=1

En otras palabras, la matriz adj(A) se obtiene de la matriz A al sustituir cada entrada por
su cofactor y pasar a la matriz transpuesta. La matriz adj(A) se llama la matriz adjugada
cldsica de A o la matriz de cofactores transpuesta.

Ejemplo 4.2.
1. Sea
2 =2
A=15 0 1
1 3 =3
Entonces la matriz adjunta clasica de A es
~ ~ ~ T T
Arg Aig Asg -3 —(—16) 15 -3 6 —2
adJ(A) = A2’1 A272 A273 == —(—6) —-10 -8 = 16 —10 18
As; Asy Ass -2 —(-18) 10 15 -8 10
2. Sea
2 =2 4
A=10 =5 1
0 0 =3
Entonces
~ ~ ~ T T
41,1 {1\1,2 41,3 15 0 0 15 —6 7
adJ(A): A271 A272 A273 = -6 —6 0 = 0 —6 —2
Azy Azs Ass 7T -2 —10 0 0 —-10

4.2. Propiedad principal de la matriz adjugada clasica

Como ejemplo introductorio calcule de los ejemplos anteriores los productos adj(A)A,
Aadj(A) y también det(A). En seguida demostraremos con ayuda del siguiente lema, que
se cumple en general la relacién

adj(A)A = Aadj(A) = det(A)L,.

15



Lema 4.3. Sean A € M, (F), p,q € {1,...,n}, p # q. Entonces
ZAp,qu,j = 0. (6)
j=1

Dada una matriz cuadrada arbitraria la suma de las entradas de un renglon multiplicadas
por los cofactores correspondientes a las entradas de otro renglon, es igual a 0.

Demostracion. Consideremos la matriz auxiliar B € M, (F), cuyo g-ésimo rengléon es
igual al p-ésimo renglén de la matriz A, y todos los demas renglones coinciden con los
renglones correspondientes de A:

Ai i S 3
B; ;= R 7
Apj, sit=gq.

Notemos que el cofactor de la forma fAlq,j, 1 < j < n, no depende del g-ésimo renglén de
Ay por lo tanto coincide con B, ;. Formalmente,

. {1,...,n}\{q}
Agj=(=1) MA<{1,...,n}\{j})

_ (_1\4t+J {17"'7n}\{Q}
== MB({l,...,n}\{j})

Il
09)

q,j*

Ademés, A, ; = B, ;. Por eso la suma escrita en el lado izquierdo de (6) es igual a

n n
7=1 7j=1

Por el teorema de la expansion de una matriz por cofactores, la ultima suma es igual a
det(B). Pero la matriz B tiene dos renglones iguales: B, . = A, . = B, .. Por consecuencia,
det(B) = 0.

O

Teorema 4.4. Sea A € M, (F). Entonces

A adj(A) = adj(A) A =det(A) I, . (7)

16



Demostracion. Calculemos la (p, ¢)-ésima entrada del producto A adj(A):

(Aadi(4)),, = > Apr(adi(A))rg = Y Aprdy.
k=1 k=1

Vamos a simplificar la ultima suma. Si p = ¢, aplicamos el teorema sobre la expansion de
una matriz por cofactores:

Z Ap’kzzl\p,k = det(A)
k=1

Si p # q, aplicamos el lema anterior:

> A A =0.
k=1

Unimos los dos casos:
(A adj(A)),,, = det(A)dpy,.
Acabamos de demostrar que A adj(A) = det(A)I,. La demostracién de la igualdad
adj(A) A = det(A) L, es similar.
[

Ejemplo 4.5. Sea A la matriz

4 4 0
4 0 3
-6 =5 -2

Su matriz adjugada clasica estd dada por

5 8 12
adj(4) = | —-10 -8 —12 |,
—20 —4 -16
y el producto de ambas matrices es
4 4 0 5 8 12 20 0 O
Aadj(A) = 4 0 3 -10 -8 —-12 | = 0 20 0],
—6 —5 -2 —-20 —4 -16 0 0 20

segun el teorema se tendra que det(A) = 20.
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Observacion 4.6. En el teorema anterior si A es no singular, entonces multiplicamos (7)
por A~ despejamos y obtenemos la relacién:

1

At =
det(A)

adj(A).

Ejemplo 4.7. Del ejemplo anterior, la matriz inversa esta dada por:

1 5 8 12

Al = % -10 -8 —12

—20 —4 -16

Ejercicio 4.8. 1. Calcule la matriz adjugada clasica de las siguientes matrices.
a2 1 4 -3 0 1 1
0o 3 3 1
-1 1 0/{,

1 —9 9 4 -3 —4 -1
-3 3 3 0

2. Sea o € 5, y sea
A= [50(1'),]]1‘,]':1
es decir la matriz que se obtiene de la matriz identidad al permutar sus filas segiin
o, calcule adj(A).
Sugerencia: Sea
_ sl 1
B = [0,y 151

determine el producto AB.

18



5. Matriz de menores

5.1. Notacion

Notacion 5.1.

1. Para cada k € {1,...,n} definimos
Tt = {01, ip) €{1,...,n}" i, <iy si r<s}

De ahora en adelante usaremos este conjunto frecuentemente, y quedara implicito
que n y k son naturales con k < n. Ademas cada I € J, denotard dependiendo
del contexto, un conjunto 6 una k-tupla.

Por ejemplo

34,2 = {(L 2)7 (17 3)7 (174)7 (27 3)? (274)7 (37 4)};
J54 = {(1, 2, 3,4), (1, 2,3, 5), (1, 2,4, 5), (1, 3,4, 5), (2, 3,4, 5)}

2. Para cada I € J,; denotamos a la suma de los elementos de I como s(I), es decir

5.2. Orden lexicografico

Definicién 5.2. Sean (A,<;) y (B, <s) dos conjuntos parcialmente ordenados, con

relaciones de orden >; y >, respectivamente. Se define la relacion < en A x B como:
para cada (a,b),(c,d) € Ax B, (a,b) < (¢,d) si y solo si (a>1b) 6 (a=byc>yd).

La relacién < definida anteriormente es una relacion de orden a la que llamaremos orden

lexicografico. Inductivamente se define para el prodcucto cartesiano de n conjuntos par-

cialmente ordenados.

Ejemplo 5.3.

1. Segin el orden lexicografico (3,4,2,5) < (3,4,5,1), pues en las primeras entradas
se tiene 3 = 3, segundas entradas 4 = 4 y en las terceras 2 < 5, no se comparan ya
las ultimas entradas.

2. En el conjunto {(1,3,4),(2,1,3),(2,1,2)} se tienen las relaciones

(1,3,4) < (2,1,2) < (2,1,3).
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5.3. Definicion de matriz de menores

Definicién 5.4. Sean A € M, yn(F) v &k < n,m. Se define la k-ésima matriz de
menores de A como la matriz con entradas los menores de A de orden k, ordenados
lexicograficamente y se denota por A%®). Formalmente

SN
J 1€3, k,JETm K

utilizando el orden lexicogréfico sobre J, ; y J,,x para posicionar filas y columnas. No-
temos que el tamafio de A® es (Z) X (”]Z) pues |J, x| = (Z) indica el numero de filas,
mientras que |J,, x| = () indica el nimero de columnas.

Ejemplo 5.5. Sea A una matriz de orden 3 x 3, A® es de orden (g) X (?2’) =3 x 3.
j3,2 = {(17 2)7 (17 3)’ (27 3)}7

las parejas de este conjunto indicaran la posicion de las filas y para el caso de matrices
cuadradas como A, también la posiciéon de las columnas, pero antes debemos ordenarlas
respecto al orden lexicografico:

(1,2) < (1,3) < (2,3),

en otras palabras la fila 1 de A® corresponde a la pareja (1,2), la fila 2 a la pareja (1,3) y
la fila 3 a la pareja (2, 3), algo similar se tiene para posicionar las columnas. Y asi tenemos
que

1 2 1 2 1 2
Mal g o) Ma{ {3 ) Mal 5 4
1 3 13 13
2 _
AT =1 Ma{ | o) Ma{ 3 ) Mal o 3
2 3 2 3 2 3
e(12) w(TE) wa(3E) )
Si _
1 -2 —4
A= -3 1 2],
4 5 3
entonces
~5 —10 0
AR — 13 19 14
| —19 —17 -7

AW es de orden (i’) X (‘3) = 3x3, y tiene como entradas los menores de A de orden 1 que son
coinciden con las entradas de A por lo que AN = A. Por otra parte A®) = (3) X (3) =1x1

y tiene como entrada al tinico menor de orden 3 de A entonces A®) = det(A).
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Observaciéon 5.6.
1. Si B es de orden n x n entonces B™ = det(B).
2. BY = B.
3. I = I(ny.

k

4. (AZL,)®) = )k I( ) para toda A € F.

n

k
Se recomienda al lector que resuelva los siguientes ejercicios para que se familiarice con
las matrices de menores.

Ejercicio 5.7.

1. Sea
3 =5 6
A=| 1 0 4],
—1 4 -2
calcule A®,
2. Sea
1 0 1 -2
A=1]23 0 4],
05 -1 2

calcule A® y A®),

Para una matriz cuadrada A de tamafio n x n, escriba la entrada (I, J) de (A®)T,
Escriba también la entrada (I, .J) de (AT)®),

Pruebe que para toda A € F se cumple: (AA)*) = \FAK),

Si A es una matriz Hermitiana entonces A®*) es Hermitiana.

Si A es una matriz anti-Hermitiana de orden par entonces A®*) es Hermitiana.

Si A es una matriz anti-Hermitiana de orden impar entonces A®) es anti-Hermitiana.

S B A

Sea 7 el rango de A, entonces A%*) es la matriz cero para toda k > r pero A £ 0.
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6. Expansién de Laplace

Enunciaremos el teorema sobre la expansion de Laplace del determinante, ésta es una
generalizacién de la expansion por cofactores. Solo escribiremos un bosquejo de la

demostracién.

6.1. Complemento algebraico

Definicién 6.1. Sean A € M,,(F).

Dados I,J € 7, definimos al complemento algebraico del menor M4 §

menor correspondiente a las filas I’ = {1,...,n} \ I y a las columnas J' = {1,.

. En simbolos,

I
J
~ I I

MA ( J > = (_1)S(I)+S(J) MA ( J ) ;

Si k=n entonces definimos

multiplicado por (—1)5)+5)) 1o denotaremos por M4

Ejemplo 6.2. Sea A la matriz

5 2 =5 4
10 7 5
-2 6 4 1
14 7 =2

El complemento algebraico del menor M 4 ( L3 > es

N L3\ 84244 2 4\ _
MA(z 4)_(1) Ma{y 3 ) =0

y el complemento algebraico de M 4 ( 1 Z) i ) es

N 1 3 4 _ 14344414244 2 _
MA(l 5 4)_(—1) Mal 5 ) =7

22
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6.2. Formula de Laplace para el determinante

Teorema 6.3. Sean A € M, (F), I,J C T3, entonces

det(A):ZMA(é)MA(é); (8)

KeT, k

det(A)ZZMA([;)MA(KJ). (9)

KEjn’k

Demostracion. Escribiremos un bosquejo de la demostraciéon para la expansién sobre
renglones, para una demostracion detallada ver [4] 6 [5]. Analicemos al menor de la esquina
superior izquierda, en este caso

I=01,...,k)y K=(1,...,k) luego

I\ & I
OO NN sgn(o) sgn(r) Ao(i)r -+ - A eAresnyiss - Ay (11)
oESEL TES, _k

Se tiene que s(I) + s(K) = 2s(I) pues I = K entonces (—1)*)+35) = 1 Consideramos
a Sy como el conjunto de las permutaciones de los elementos 1,...,k y a S, como el
conjunto de las permutaciones de k+1,...,n.
Sean o € Sy y T € S, entonces es posible elegir p € S, tal que restringido a {1,...,k}
es igual a o mientras que restringido a {k+1,...,n} esigual a 7, formalmente, para cada

ie{l,...,n}

P= 0 siisk

{a(i) sii <k;

entonces

sgn(o) sgn(7) As(1),1 - Aoy b Artea1) k1 - Areym = 580(0) Apy1 - - Apym- (12)

Vemos que para cada p que se escribe en términos de un elemento en .S,, y un elemento
en S,_x, (12) es un sumando de det(A), pero sélo tenemos k!(n — k)! sumandos de esta
forma, para el menor de la esquina superior izquierda.

Ahora sean I = (iy,...,ix) vy K = (j1,...,Jk), aplicamos i; — 1 + iy — 2 + ... +
e —k = 141+ — 24+ ...+ i — w = s(I) — M transposiciones de ﬁlas y
J1—1470—=24. . +jp—k = ji+ia—24.. .+jk—w = s(J) M transposiciones de
columnas para mover a la submatriz (I, K') de A a la esquina superlor izquierda, llamemos
B a la matriz que resulta de A al aplicar estas transposiciones, se tiene pues que

det(B) = (—1)*DH+sE)=kEHD qot(A) = (—1)*D+sE) det(A). (13)
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Al realizar tales transposiciones también hemos posicionado a la submatriz (I, K') de
A en la esquina inferior derecha y este caso es similar al que analizamos primero.
Obtendremos k!(n — k)! sumandos de det(B) que varian de los de det(A) en un factor de

(—1)5(1)+3(K ), factor que corresponde al complemento algebraico del menor My ( [g )

Finalmente se obtienen k!(n—k)! sumandos de det(A) para cada menor, si fijamos I € J,,

obtenemos para cada K € J,; un menor My ( ]é teniendo en total (Z) = W_Lk'),k,
menores que al multiplicarlos cada uno por su complemento algebraico dan un total de
kl(n — k)'(n_”—k'),k, = n! sumandos de det(A) distintos por lo que
I\ & 1
ZMA(K)MA(K):det(A). O

KeT, k

Nota 6.4. Llamaremos a (8) la expansion de Laplace sobre las filas con indices en I, y a
(9) la expansién de Laplace sobre las columnas con indices en J.

Ejemplo 6.5.

1. Para una matriz de orden 4 x 4 por la expansion de Laplace sobre las primeras 2,
reducimos el determinante a sumas de productos de determinantes de orden 2:

A1,1 A1,2 A1,3 A1,4

A21 A22 A23 A24
det | 2t 22 00 It =
Ul Asy Ass Ass Asy

Agp Ago Asz Agg

Si
41 0 1
02 -1 —4
A= 12 3 0]’
5 0 1 2
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entonces

4 1 30 4 0 2 0
det(A)det{O Q}det[l 2]—det[0 _1]det{0 2]

4 1 2 3 1 0 1 0
vaa[ 3 a2 ) aa]l Ofau[2 0]

1 1 1 3 0 1 1 2
—det{2 _4}det[51}+det{_l _4}det[50}
=48 4+16 —32 -2 -84 — 10 = —64.

2. Expandiendo sobre las primeras dos columnas se tiene

3 51 2 6
0 02 -3 —4 s s 2 3 —4

det [0 03 5 —2 :det[1_6]det 3 5 2
1 66 —3 —2 3 1 3
0 03 1 3

= —13(127) = —1651.

3. Expandiendo sobre las filas 2 y 5
det

a b
—det[c d]'

Corolario 6.6. Sean A € M, (F), B € Myun(F), C € M,,(F) entonces

oo oo
o O O e O
OO = OO
QL O O o O
o= O OO

A B

det { Opn C

} = det(A) det(C),

donde 0y, ,, es la matriz nula de tamano m x n.
Demostracion. Se aplica el teorema anterior, expandiendo el determinante sobre las

primeras n columnas de la matriz definida por bloques.
m
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7. Matriz adjugada de menores

En esta seccion definiremos la k-ésima matriz adjugada de menores y demostraremos su
propiedad principal, propiedad que sera 1til para la demostracién del teorema de Jacobi
méas adelante.

7.1. Definicion de matriz adjugada de menores

Definicién 7.1. Sea A € M,,(F). Denotamos por adj® (A) ala k-ésima matriz adjugada
de menores de A, que se define de la siguiente manera

adj® (A4) = [MA ( / )} ,
1,J€T, i

1
es decir, es la matriz que se obtiene al sustituir cada entrada de A®) que en esencia es
un menor de A, por su complemento algebraico y después llevarla a la matriz transpuesta.

Ejemplo 7.2. Para una matriz de orden 3, tenemos que

adj® (A)

M

o

1 2
1 2

1 3
1 2

)
)

~

My

(

1 2
1 3

)

(

(
(1) (1) m(33)
o (3) w(3) w(B)]
e (2) () cw(?)
u(s) u(s) (i)
' M(g) _M(g) MA(;)'
o (3) o (2) ()
(1) (D) ()




Sea

4 01
A=| -3 2 5|,
1 =4 0
entonces
0 -5 1
adj*(A)=14 2 0
1 3 4
Calculemos el producto A® adj®(A):
20 -4 -2 0 =5 1 90 0 0
AP adi®A) =] 5 -1 —23 4 20| =| 09 0| =det(A)I;.
10 16 8 1 3 4 0 0 90

Esto es resultado de la formula de Laplace. Se demostrara adelante que se cumple en
general la igualdad anterior.

7.2. Propiedad principal de la matriz adjugada de menores

Lema 7.3. Sea A € M, (F), I,J € T3, tales que I # J entonces se cumple lo siguiente:

23 (1)-o

KEjnﬂk
~ K K
> MA( I)MA( J)zo.
Kejn,k
Demostracion. Escribamos a I y J como k-tuplas, I = (i1,...,i) v J = (J1,---,Jk)-

Definimos a la matriz B de la siguiente manera:

B A,, sipé¢ J;
P Ail,q sl pP= jl-

Las submatrices By, y A% son iguales para toda K € J,,, por la manera en que definimos
a B, entonces

Mp ( [‘g ) = det(By;) = det(AL) = My ( [é ) : (14)
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También por definicién B coincide con A en las filas con indices ajenos a J, es decir, si
p ¢ J entonces B,, = A, .. Recordemos que J' = {1,...,n}\ J, tendremos pues que By,
y A{é, son iguales para toda K € J, 4, luego

(0 e 7
MB ( K ) = (_1) )+ (K)MB ( K’ )

= (—1)*D*E) det(BY)
= (—1)D*U) det(AL)

S(J)+s(K) J’
(_ 1) Ma K’

~ J
(i)

para toda K € J, . De (14) y lo anterior obtenemos

s ()i S L)L) e

Kejn,k

Como I # J existe r € {1,...,k} tal que i, ¢ J pero se tiene que
Bir,* = Aim*a

y ademas
B]"m* = Ai'/‘v*

es decir la matriz B tiene al menos dos filas iguales por lo que det(B) = 0. Finalmente de
esto y de (15) concluimos que

5o ()i ) =0 0

KeTn i

Teorema 7.4. Sea A € M, (F) entonces

adj®(A) A = A®) adj®)(A) = det(A) I ;) (16)

k

Demostracion. Sean I,.J € Ty, la (I,.J)-ésima entrada de A® (adj*)(A)) es

(A9 )) == 3 (4%, i), = 3 ()8

KEjn’k Kejn,k
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Del lema anterior se tiene que si I # J
I\ & J

() (4) o

KeT, k

Si I = J, entonces de la expansion de Laplace sobre las filas con indices en [ se sigue que
I\ & J

ZMA<K>MA(K):det(A).

Kelk

Juntando ambos casos tenemos que

(AW (adj ()], , = det(A)dy,,

es decir A® adj®(A) = det(A) L), la igualdad adj™ (A4)A® = det(A) Ly se demuestra
k k
de manera similar.

m
Ejercicio 7.5.
1. Sea
3 =5 6
A= 1 0 471,
-1 4 =2

calcule adj®(A).
2. Sean A, B € M,,(F). A partir de la siguiente relacion:

I, A A 0,,] [0.. AB
0o L || -L B |~ | -1, B |

det(AB) = det(A) det(B).

demuestre que

3. Del ejercicio anterior deduzca que si A es no singular entonces:

det(adj(A)) = det(A4)" .

4. Dada una matriz cuadrada arbitraria A, podemos ver a su determinante como un
polinomio con las entradas de la matriz como sus variables, por ejemplo, si A es de
orden 2 entonces

det(A) = Ay 1420 — A12A01,
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puede ser visto como un polinomio en las variables A; 1, A9, A12, A21 v en este caso
el grado del polinomio sera 4, en general para una matriz de tamano n x n el grado
sera n.

Visto de esta forma, demuestre que el determinante es un polinomio primo, es decir,
que no existen polinomios de grado > 1 que lo dividan.

Sugerencia: demuestre por reduccion al absurdo y utilice la definiciéon de determi-
nante.

. (Teorema de Sylvester sobre matrices de menores) Utilizando el ejercicio anterior y
la propiedad principal de la k-ésima matriz adjugada de menores, demuestre que:

det(A®) = det(A) (1),

det(adj® (A)) = det(4)("c").
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8. Producto de matrices rectangulares

8.1. Teorema de Binet—Cauchy clasico

Observacion 8.1. Sean A € M,yn(F) vy B € Myxn(F) con m < n tenemos que el
producto AB es de orden n X n mientras que su rango es menor estricto que m, entonces

det(AB) = 0.

Sea (i1,...,1,) € Jmn entonces iy < is <,...,< i,. Sea ¢ € S, tenemos que las entra-
das de (ip(1),---,%0@m)) son distintas a pares, aunque no necesariamente estdn en orden
ascendiente, ya que son una permutacién de (iy,...,4,). En base a esto particionamos a
{1,...,m}" en el conjunto de n-tuplas que son permutacién de algin elemento de J,,
y el conjunto de las n-tuplas que tienen al menos dos entradas iguales. El siguiente lema
formaliza esta idea.

Lema 8.2. Sean n < m, definimos el conjunto

3:=A01,...,in) €{Ll,....m}" :Ip,q e {1,...,n},i, =iy, 0 # q},

entonces
1.
U ( U {Goy, - Ja(n))]’) n3 =10 (17)
(i1ysin)ETmn  \TESn
2.

{t...my"=  J <U {(ig(l),...,z’g(n))}> U3. (18)

(i15eey%n)€ETm,n \OESH

Demostracion. Con lo siguinte habremos demostrado que los conjuntos mencionados
forman una particién de {1,...,m}".

1. Es claro, pues en 3 las n-tuplas tienen al menos dos entradas iguales, mientras que
en el otro conjunto las n-tuplas siempre tienen sus entradas distintas a pares.

2. Se tiene ya la contencién D. Sea I = (iy,...,i,) € {1,...,m}". Si I tiene al
menos dos entradas iguales entonces se encuentra en 3, supongamos entonces
que sus entradas son distintas a pares y sea J = (j1,...,7Jn) € Tmn la n-tupla
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con las entradas de I en orden ascendiente, J es una permutaciéon I pues es un
reordenamiento, entonces existe una biyeccion o € 9, tal que

(jU(l)? s Jja(n)) -

de donde se sigue la otra contencion.

'7in)7

Teorema 8.3. Seann < m, A € Myym(F) y B € My,xn(F) entonces

det(AB) Z MA(

JETn,

Yl 1)

Demostracion. Por la linealidad del determinante respecto a la primera columna se tiene

que

Z’Ll 1 Al 7lell,
det(AB) = det

Zzl 1 Ay an,

a=t | AnaBia

Z’LQ 1 Al 12 BZ2,

212 1 An ZQB'LQ 2

m Al,h Bil,l Zz =1 Al 112 Bzg,

m
212:1 An7i2 B712 )2

Ezl 1 Al lnBin,n

Zzl 1 An anzn n

Zzl 1 Al ZnB'L'nyn

Zzl 1 A, anzn,n
m [ A, Y0 A, Bis > Avi Bin
= Z det : . Bi1,1a
u=1 L Anvil 222 1 An K2 Ble Z’Ll 1 An 'LnBZnyn
aplicamos ahora la linealidad a cada una de las columnas restantes:
[ Ay A1, Bi,
det(AB) = > det : t | Bina
(i1 yeemyin ) €{1,...,m}™ Ani, AvinBion
[ Aug, Liin
= Z det : Bh,l LR B'L'n,n
(1, sin)€{L,...;m}" An,il An,in
= > det(Ag,....in)) Birg * * * Binn-

(i1,evesin)E{ Lyveeim}™
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retomando la igualdad (19) y la particiéon mencionada obtenemos

~~~~~

- Z Z det(A(io(l) ----- ia(m))Bia(l)J w Bo(n)nt Z det(Agy,...in)) Birg - * By

(il ..... in)ejm,n o€ES, (il ..... Zn)€3
(20)

y al permutar las columnas

..... in

Sabemos que A(i(r(l) ,,,,, i ny) €8 la matriz que se obtiene de A;,
respecto a o entonces usamos la proposicién (2.4) y obtenemos

det(A(iU(l) ..... ig(n))) = Sgn(o—) det(A(l1 ..... zn))7 (2]‘)

y si (i1,...,1,) € 3 entonces Ay, . ;) tiene dos columnas iguales por lo que

.....

det(A(“ 77777 Zn)) = 0 (22)

det(AB) = Z Z det(A(Zd(l) 7777 id(n)))Bia(l)vl T BO’(TL),’H

(il ----- irL)Ejm,n O'ESn

= Z Z SgH(U) det(A(il ..... in))Bing Tt Bcr(n),n

(i15eyin)ETm,n TESR

- Z det(Ag,. i) det(BU-))

Ejemplo 8.4. Sean

3 2

35 -2 4 1 6
A_{34 2 o]yB_ 4 -1
2 -3
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por el teorema de Binet—Cauchy tenemos

2 2
det(AB):MA@i)MB(i’_6)+MA<§ 2)1\45(
3 4 3 2 5 -2
w50 ( 5 ) (1)
5 4 1 -6 2 4
w50 (o ) (750 )

=60 — 132 + 60 + 414 + 240 + 112 = 754.

8.2. Teorema de Binet—Cauchy para matrices de menores

Proposicion 8.5. Sean A € M,y (F), B € Myun(F) dos matrices y sean I,J €
Jnk entonces la submatriz (I,.J) de AB es igual al producto de la submatriz de A
correspondiente a las filas con indices en I y columnas con indices en {1,...,m}, y la
submatriz de B correspondiente a las filas con indices en {1,...,m} y columnas con
indices en J, es decir:

(AB), = A'B;.

Demostracion. En efecto, sabemos que cada fila de AB es igual al producto de una fila
de A por la matriz B, de manera precisa, para cada i € {1,...,n} se tiene

(AB)Z,* = Ai,*Ba

esto implica que
(AB)! = A'B,

algo similar ocurre con las columnas asi que
(AB); = ABy.
Y por lo tanto tenemos

(AB), = ((AB)); = (A'B); = A'B,. O
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Teorema 8.6. Sean A € M,y (F) y B € Myun(F), sea k < min{n,m} entonces
(AB)® = AW B®.

Demostracién. Sean I,J € J,,, calculemos la (I, J)-ésima entrada de la matriz (AB)®)
Esta entrada es el determinante de la submatriz (I, .J) de AB,

I
(AB)®), | = Map ( ! ) — det((AB)}).
Por la observacién anterior se tiene
det((AB))) = det(A'By).

Del teorema de Binet—Cauchy clasico se sigue que

det(A'By) = Y MAz(l - k>M3J<1 K k:)

KeT,, k

= > det((AD)y ) det((B)E 1)
KeTJm k

= Z det((AL )1 k))det((Bf)@ ..... k) (23)
KeTm k

como Al tiene k filas y B¥ tiene k columnas, tenemos las igualdades (AL)1F) = AL y
(BF) ...y = B, sustituimos en (23)

det(A'By) = 3 det(Al)det(BY) = 3 My ( P ) My ( " ) (24)

KeTm i K€Jm,k

Ahora calculemos el producto A% B®*).

A |:A k)j| EJn ks Pejm k |: (k)j| erm’kjejn,k

(k B®)
[ A }KvJ] 1,JET, 1

Z
[ Z ( ) Mo ( 5 )] (25)

De (24) y (25) se concluye el resultado.
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Ejemplo 8.7. Sean

3 2
35 —2 4 1 —6
A_{3420}’ B=1 4 1|
-2 -3

tenemos que

(AB)M = AB = AW BW;

luego
-9
AP =1 8|, B®=]1 -3 0],
-7
de lo cual se sigue que
-9 27 0
(AB)® = A®B® = | _8 24 0
-7 21 0

Notemos que (AB)®) = det(AB) = 0 pues el rango del producto es menor o igual que
el rango de A que es 2, sin embargo no tienen sentido A® ni B®) ya que no estéan definidas.

Ejercicio 8.8.

1. Identidad de Binet—Cauchy.
Sean a, b, c,d € C", demuestre que

(Z ajcj> (Z bkdk> — (Z (dej) (Z bkck) = Y (ajbk — akbj)(dek — dej).

j=1 k=1

2. Identidad de Lagrange.
Sean a,b € C", demuestre que

(i af’) (i bi) - (i %‘bj>2 ~ nz_l i (a;by — agb;)?.

j=1 j=1 j=1 k=j+1

3. Identidad de Lagrange con niimeros complejos y valores absolutos.
Sean a,b € C", demuestre que

2 n—1 n
= Z Z |Cijk — (Ikbj|2.

j=1 k=j+1

n
E a;b;
=1
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4. Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz para sucesiones cuadrado integra-
bles.
Sean a,b : N — C tales que

ZCL]' < +00, ij < +o00.
JjeN JEN

Demuestre que la serie

Z ajb_j < 400,

jeN

converge absolutamente y que se cumple la desigualdad

jeN
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9. Teorema de Jacobi

Teorema 9.1. Sea A € M,,(F) entonces
(adj(A))® = det(A)F~Ladj® (A).

Originalmente el teorema de Jacobi se expresa en términos de menores como a
continuacion:
Para toda pareja I,J € T, 1, se cumple

1 Ere J
Madj(A) ( J ) = det(A)k IMA < [ ) .

Nota 9.2. Recordemos que (adj(A))*) es la k-ésima matriz de menores de adj(A)
mientras que adj(k) (A) es la k-ésima matriz adjugada de menores de A.

Demostracion. Abordaremos la demostracion en distintos casos:

1. k=1
Por convencién establecemos det(A)*~1 = 1, y se tiene que

(adj(A)*) = adj(A) = det(A)*adj® (A).

2. k> 1.

a) Supongamos que A es no singular.
La k-ésima matriz de menores de Aadj(A) = det(A)I, es

(Aadj(A)® = (det(A)I,)* = det(A)* Iy,

k

aplicamos el teorema de Binet-Cauchy para menores a la igualdad anterior

AB (adj(A)® = det(A)* ;) (26)

Por la propiedad principal de la matriz adjugada de menores tenemos que

adj® (A) AR = det(A) Iy (27)

Multiplicamos (26) por adj®(A) a la izquierda
adj™(A)A® (adj(A))®) = adj® (A) det(A)* Iiny,

k

sustituyendo (27) en el lado izquierdo de la expresién anterior obtenemos
det(A)(adj(A))® = det(A)* adj® (A),
como A es no singular despejamos det(A) y finalmente

(adj(A)®) = det(A)* T adj®) (A). (28)
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b) Ahora supongamos que A es singular. Mostremos que la k-esima matriz de
menores de la matriz adjunta de A es nula, analicemos los siguientes dos casos:

1) rank(A4) <n — 1.
Se tiene que A;; = 0 para todo 1 < 4,57 < n, pues cada cofactor es el
determinante de una submatriz de A de orden n — 1, luego

(adj(A)® = Oy

k

2) rank(A) =n — 1.
Tenemos que

Aadj(A) = Op,

entonces la imagen de adj(A) estd contenida en el niicleo de A, en otras
palabras

Im(adj(A)) C ker(A),

de esto se sigue que
rank(adj(A)) < nul(A),

donde nul(A) es la dimensién del nicleo de A. El hecho
nul(A) 4 rank(A) = n,
implica que nul(A) = 1, entonces
rank(adj(A)) < 1,

y como estamos considerando k£ > 1, los menores de orden k de la matriz
adj(A) son iguales a 0. Concluimos que

(adj(A)® = On)-

k

Por lo tanto para matrices singulares se tiene que

(adj(A))® = 0y = det(A)*tadj® (A). (29)

k

Con (28) y (29) se tiene demostrado el resulatado para k > 1, y asi concluimos la
prueba.

]
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