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Matrices diagonales

Sea o € C™ (simbolo), definimos diag(a) € M,,(C) como

diag(a) := [a;0; ]Zkzl

- €j.

e diag(a) + diag(b) = diag(a + b)
e \diag(a) = diag(Aa)

Propiedades generales: e diag(a)diag(b) = diag(a © b)
e diag(a)* = diag(a)

= Sp(diag(a)) ={a; : j=1,2,...

)

n}



Operador de multiplicacién en C"

(0 € Cm) M,:Cr = C"

M, x := diag(a) z

Obs: M,x=a00x

= M,+M =M

= MM, =M,
. = M,M,= M,
Propiedades generales:
= M.l =l

= Sp(M.) = R(0)

- M, es invertible ssi (V j) a; # 0.



Operador de multiplicacién en ¢*(Ny)

(a € £(No)) M, : £*(Ng) — £*(No)

M,x:=a0Gx

= M,+M =M

= M, =M,
. = M Mb =M ®b
Propiedades generales:
= M*= M-
= [ M.l =1l

=  Sp(M,) = closR(«)

- M, es invertible ssi 0 ¢ closR(a).



\

Espacio de medida

X un conjunto no vacio
F C 2¥ una o-4dlgebra de subconjuntos de X
N XeF

™ F cerrado bajo complementos y uniones numerables

i F — RT una medida en X

S (@)

oo
N < U Ak> = Z M(Ak) con Ay’s disjuntos a pares
k=1 k=1

Notacién: (X, F, ) — (X, )



Espacio de medida o—finita

es un espacio de medida (X, F, u)
donde existe (Ex)2, € 7N tal que

> (Vk) p(Bx) < +oo

oo
k=1

Obs: los Ei’s pueden elegirse disjuntos a pares

v R con medida de Lebesgue

v" N con medida de conteo
. v (Q,F,P) espacio de probabilidad
Aox X ={0,1}, F=2%, u({0}) = 1, u({1}) = +o0
0 A) <N
X R con medida p(A) = #(A) < R

400 #(A) > No



Rango esencial

Sea (X, ;1) un espacio de medida y [ : X — C una funcién medible

R(f):={z€C: (Ve >0) w(fHB(z,€))) >0 }
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Rango esencial

Sea (X, 1) un espacio de medida y [ : X — C una funcién medible

R(f):={z€C: (¥e>0) u(f " (Blze) >0}
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Propiedades del rango esencial

®  R(f) es cerrado

T S@ERD ot
- R())#
*« R(f)C clos( (X))

# Si X es un esp. topoldgico donde:
- 1x CF
> (VAerx\{9}) wu(A)>0
- [elC(X,C)

entonces R(f) = clos(f(X)).

#  Si X es compacto, R(f) = f(X).



Supremo esencial de una funcién

Sea (X, ;1) un espacio de medida
y o € C* p—medible.

Un numero real C' > 0 es una cota esencial de « si
w{xe X :ja(z)| >C}) =0.
Definimos el supremo esencial de ¢ como

esssup(a) :=inf { C > 0 : Ces cota esencial de @ }.

esssup() = sup(R(|a[))




Los espacios L>®(X, u) y L*(X, p)
- (X, 1) un espacio de medida o—finita.

L¥X,p):={aeC" : (3C>0) la(z)]<C pctp. }

Obs: a € L*=(X,pu) ssi esssup(a) < +oo.

lal|l,, =esssup(a) — (L=(X,p),]-]l,) es un esp. de Banach
Sea f € C*. Escribimos f € L?(X, ;1) siempre que
/ F@)? dulx) < +oo.
X
Obs: (f,g)— [, fgdp — L?*(X,p) es un esp. de Hilbert

A En realidad los elementos de L>° (X, u) y L?(X, 1) son clases de

equivalencia inducidas por la relacién de “igualdad p—c.t.p.”



Algebra de Banach

Es un espacio de Banach (A, | - ||) dotado de un producto tal que:
wo (Vo,y,z€ ) a(yz) = (zy)z
w (Vo,y,z€ A) z(y+z2)=zy+zz, (z+y)z=zz+yz
w (Vo,y e A)(VA€C) Azy) = (A\x)y = z(\y)
e (Vzyed) eyl <l=zllyl

Algebra—C*

Es un dlgebra de Banach (A, || - ||) con una
funcién * : A — A llamada involucién que cumple:
w (VzeAd) (z%)' ==z
Vz,ye A) (z+y) =z"+y"
w (Va,y e A) (zy)" =y'a”
Vz e AYWVAEC) (\z)* = Az*
(Voed) oz =]

ej. L>(X, ) con el producto usual de funciones y la conjugacion.



Operador de multiplicacién en L?(X, 1)

(0 € L=(X, ) M, : LX(X, p) = L*(X, p)

IIMsz—/I D)2 du(w) < [l al% | £113 < +oo

Obs: || M. || <[l



Aritmética del operador

de multiplicacién en L?(X, )

S

(OM1) M.+ My =M.y
(OM?2) AM, = My,
(OM3) (M,)* = M
(OM4)

(OM?5)

My = Ir2(x )
M(rMb — M/b



Norma del operador de multiplicacién en L?(X, p)

M =TTl
e [Mfl<lolle v
(| Mofl > [l



Sea ¢ > 0.
Aci={ze X : |o(@)>|all,—c}
obs: 1(A.) > 0.

(X, ) esp. de medida o—finita — X = U Y% con p(Yy) < 400
k=1
o0

A = U (Yk N Ag)
k=1

(I3m) 0< (Y NA) < +oo

1
Seaf:ym—m
(Y NAL)
@« |flle=1 y [Mfll2>alle—¢
[Mall = [l lo v



El conjunto A de los operadores de multiplicacién
en L?(X, ) forma un algebra C*

> MM = [ Moz || = [laT]ly = [l = || M. |?

loo I 7l
La funcién @ : L*°(X, u) — A definida como
B(0) = M

es un isomorfismo de algebras C*.



Invertibilidad del operador de multiplicacién en L?(X, )

M, es invertible <= 0¢ R

- 0¢ R(a) = M, es invert.

0¢ R(a) = (3e0) u(a'(B(0,e0))) =0
D

1
— zeX\D
b(x) := (z) = ab=1 p—ct.p.

0 reD

Obs: (Vo€ X\ D) (Ju(x) >0 = w@n<%) —  beL®(X,u)

M Mb:ILQ(X”u,) /



A\

Si T es acotado e invertible, entonces

Fo)(vVa) lzllz=1 = [Tz2>9

T no es invertible si

(Ve)Fz) (lzle=1)A([[Tz]2<2)



- 0e R( ) —> M, no es invert.

Sea € > 0.
("M (B(0,€))) > 0
E

o0
X=UY = @@Om) 0<puYnnE,) <+
k=1

ly,.nE.
f= e [ fllz2=1

Vi(YmNE:)’

Tenemos que (Vx € Y, N E.) |a(x)] < e,

entonces || M, f |2 < e. v



Espectro del operador de multiplicacién en L?(X, p)

Sp(M,) :={AeC : A\I-M, no es invertible }

A —M, no es invertible < M)1_, no es invertible
< 0€R(AN—a)
< A eR(a).




Dos teoremas sobre operadores de multiplicacion
Teorema 1. Sea S € B(L*(X, ).
Si para cada F C X medible
SMy, = My,
entonces
(FaeLl>®X,u) S=M,.

Teorema 2. Sea (X, ;1) un espacio localmente compacto
de medida regular y S € B(L?(X, u)). Si
(VgeC(X,C)) SMy = M5,
entonces

(3ueL®X,pu) S=M,.
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