
El operador de multiplicación (Parte 2)

Los operadores de multiplicación
en espacios de medida σ–finita

Gerardo Ramos Vázquez

CINVESTAV del IPN

Seminario de matrices y operadores

3 de mayo de 2018



Contenido

Preliminares

I Matrices diagonales

I Operador de multiplicación en Cn y `2(N0)

I Espacios de medida σ–finita

I El rango esencial de una función

Operador de multiplicación en L2(X,µ)
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Matrices diagonales

Sea a ∈ Cn (śımbolo), definimos diag(a) ∈Mn(C) como

diag(a) := [ ajδj,k ]nj,k=1

* ej.

Propiedades generales:

/ diag(a) + diag(b) = diag(a+ b)

/ λ diag(a) = diag(λa)

/ diag(a) diag(b) = diag(a� b)
/ diag(a)∗ = diag(a)

/ Sp(diag(a)) = { aj : j = 1, 2, . . . , n }



Operador de multiplicación en Cn

(a ∈ Cn) Ma : Cn → Cn

Max := diag(a)x

Obs: Max = a� x

Propiedades generales:

/ Ma +Mb = Ma+b

/ λMa = Mλa

/ MaMb = Ma�b

/ M∗a = Ma

õ ‖Ma ‖ = ‖ a ‖∞
õ Sp(Ma) = R(a)

* Ma es invertible ssi (∀ j) aj 6= 0.



Operador de multiplicación en `2(N0)

(a ∈ `∞(N0)) Ma : `2(N0)→ `2(N0)

Max := a� x

Propiedades generales:

/ Ma +Mb = Ma+b

/ λMa = Mλa

/ MaMb = Ma�b

/ M∗a = Ma

õ ‖Ma ‖ = ‖ a ‖∞
õ Sp(Ma) = clos R(a)

* Ma es invertible ssi 0 /∈ clos R(a).



Espacio de medida

Ù X un conjunto no vaćıo

Ù F ⊆ 2X una σ–álgebra de subconjuntos de X

Ø X ∈ F
Ø F cerrado bajo complementos y uniones numerables

Ù µ : F → R+ una medida en X

Ø µ(∅) = 0

Ø µ

( ∞⋃
k=1

Ak

)
=
∞∑
k=1

µ(Ak) con Ak’s disjuntos a pares

Notación: (X,F , µ) −→ (X,µ)



Espacio de medida σ–finita

es un espacio de medida (X,F , µ)

donde existe (Ek)
∞
k=1 ∈ F N tal que

Ù (∀ k) µ(Ek) < +∞

Ù X =
∞⋃
k=1

Ek

Obs: los Ek’s pueden elegirse disjuntos a pares

ej:

3 R con medida de Lebesgue

3 N con medida de conteo

3 (Ω,F , P ) espacio de probabilidad

8 X = {0, 1}, F = 2X , µ({0}) = 1, µ({1}) = +∞

8 R con medida µ(A) =

0 #(A) ≤ ℵ0

+∞ #(A) > ℵ0



Rango esencial

Sea (X,µ) un espacio de medida y f : X → C una función medible

R(f) :=
{
z ∈ C : (∀ ε > 0) µ(f−1(B(z, ε))) > 0

}
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Propiedades del rango esencial

* R(f) es cerrado

* f(x) ∈ R(f) µ–c.t.p.

* R(f) 6= ∅
* R(f) ⊆ clos(f(X))

- Si X es un esp. topológico donde:

Õ τX ⊆ F
Õ (∀A ∈ τX \ {∅}) µ(A) > 0

Õ f ∈ C(X,C)

entonces R(f) = clos(f(X)).

- Si X es compacto, R(f) = f(X).



Supremo esencial de una función

Sea (X,µ) un espacio de medida

y a ∈ CX µ–medible.

Un número real C > 0 es una cota esencial de a si

µ({ x ∈ X : |a(x)| > C }) = 0.

Definimos el supremo esencial de a como

ess sup(a) := ı́nf { C > 0 : C es cota esencial de a } .

ess sup(a) = sup(R(|a|))



Los espacios L∞(X,µ) y L2(X,µ)

* (X,µ) un espacio de medida σ–finita.

L∞(X,µ) :=
{
a ∈ CX : (∃C > 0) |a(x)| ≤ C µ–c.t.p.

}
Obs: a ∈ L∞(X,µ) ssi ess sup(a) < +∞.

‖ a ‖∞ = ess sup(a) −→ (L∞(X,µ), ‖ · ‖∞) es un esp. de Banach

Sea f ∈ CX . Escribimos f ∈ L2(X,µ) siempre que∫
X
|f(x)|2 dµ(x) < +∞.

Obs: (f, g) 7→
∫
x
fg dµ −→ L2(X,µ) es un esp. de Hilbert

4! En realidad los elementos de L∞(X,µ) y L2(X,µ) son clases de

equivalencia inducidas por la relación de “igualdad µ–c.t.p.”



Álgebra de Banach

Es un espacio de Banach (A, ‖ · ‖) dotado de un producto tal que:

+ (∀x, y, z ∈ A) x(yz) = (xy)z

+ (∀x, y, z ∈ A) x(y + z) = xy + xz, (x+ y)z = xz + yz

+ (∀x, y ∈ A)(∀λ ∈ C) λ(xy) = (λx)y = x(λy)

* (∀x, y ∈ A) ‖xy ‖ ≤ ‖x ‖‖ y ‖

Álgebra–C*

Es un álgebra de Banach (A, ‖ · ‖) con una

función ∗ : A→ A llamada involución que cumple:

+ (∀x ∈ A) (x∗)∗ = x

+ (∀x, y ∈ A) (x+ y)∗ = x∗ + y∗

+ (∀x, y ∈ A) (xy)∗ = y∗x∗

+ (∀x ∈ A)(∀λ ∈ C) (λx)∗ = λx∗

* (∀x ∈ A) ‖xx∗ ‖ = ‖x ‖2

ej. L∞(X,µ) con el producto usual de funciones y la conjugación.



Operador de multiplicación en L2(X,µ)

(a ∈ L∞(X,µ)) Ma : L2(X,µ)→ L2(X,µ)

Maf(x) := a(x)f(x)

‖Maf ‖22 =

∫
X

|a(x)f(x)|2 dµ(x) ≤ ‖ a ‖2∞ ‖ f ‖
2
2 < +∞

Obs: ‖Ma ‖ ≤ ‖ a ‖∞



Aritmética del operador

de multiplicación en L2(X,µ)

(OM1) Ma +Mb = Ma+b

(OM2) λMa = Mλa

(OM3) (Ma)
∗ = M a

(OM4) M1 = IL2(X,µ)

(OM5) MaMb = Mab



Norma del operador de multiplicación en L2(X,µ)

‖Ma ‖ = ‖ a ‖∞

* ‖Ma‖ ≤ ‖ a ‖∞ 3

+ ‖Ma‖ ≥ ‖ a ‖∞



Sea ε > 0.

Aε := { x ∈ X : |a(x)| > ‖ a ‖∞ − ε }
obs: µ(Aε) > 0.

(X,µ) esp. de medida σ–finita −→ X =
∞⋃

k=1

Yk con µ(Yk) < +∞

Aε =
∞⋃
k=1

(Yk ∩Aε)

(∃m) 0 < µ(Ym ∩Aε) < +∞

Sea f =
1Ym∩Aε√
µ(Ym ∩Aε)

.

* ‖ f ‖2 = 1 y ‖Maf ‖2 > ‖ a ‖∞ − ε

‖Ma‖ ≥ ‖ a ‖∞ 3



El conjunto A de los operadores de multiplicación
en L2(X,µ) forma un álgebra C*

Õ ‖MaM
∗
a ‖ = ‖Ma a ‖ = ‖ a a ‖∞ = ‖ a ‖∞ ‖ a ‖∞ = ‖Ma ‖2

La función Φ : L∞(X,µ)→ A definida como

Φ(a) = Ma

es un isomorfismo de álgebras C*.



Invertibilidad del operador de multiplicación en L2(X,µ)

Ma es invertible ⇐⇒ 0 /∈ Ra

* 0 /∈ R(a) =⇒ Ma es invert.

0 /∈ R(a) =⇒ (∃ ε0) µ(a−1(B(0, ε0))︸ ︷︷ ︸
D

) = 0

b(x) :=


1

a(x)
x ∈ X \D

0 x ∈ D
=⇒ ab = 1 µ–c.t.p.

Obs: (∀x ∈ X \D)
(
|a(x)| > ε0 =⇒ |b(x)| < 1

ε0

)
=⇒ b ∈ L∞(X,µ)

MaMb = IL2(X,µ) 3



4!
Si T es acotado e invertible, entonces

(∃ δ)(∀ x) ‖x ‖2 = 1 =⇒ ‖Tx ‖2 > δ

T no es invertible si

(∀ ε)(∃ x) ( ‖x ‖2 = 1 ) ∧ ( ‖Tx ‖2 < ε )



* 0 ∈ R(a) =⇒ Ma no es invert.

Sea ε > 0.

µ(a−1(B(0, ε))︸ ︷︷ ︸
Eε

) > 0

X =
∞⋃
k=1

Yk =⇒ (∃m) 0 < µ(Ym ∩ Eε) < +∞

f =
1Ym∩Eε√
µ(Ym ∩ Eε)

, ‖ f ‖2 = 1

Tenemos que (∀x ∈ Ym ∩ Eε) |a(x)| < ε,

entonces ‖Maf ‖2 < ε. 3



Espectro del operador de multiplicación en L2(X,µ)

Sp(Ma) := { λ ∈ C : λ I−Ma no es invertible }

λ I−Ma no es invertible ⇔ Mλ1−a no es invertible

⇔ 0 ∈ R(λ1− a)

⇔ λ ∈ R(a).

Sp(Ma) = R(a)



Dos teoremas sobre operadores de multiplicación

Teorema 1. Sea S ∈ B(L2(X,µ)).

Si para cada E ⊆ X medible

SM1E = M1ES,

entonces

(∃ a ∈ L∞(X,µ)) S = Ma.

Teorema 2. Sea (X,µ) un espacio localmente compacto

de medida regular y S ∈ B(L2(X,µ)). Si

(∀ g ∈ C(X,C)) SMg = MgS,

entonces

(∃ a ∈ L∞(X,µ)) S = Ma.
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