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Estas platicas estan basadas en los estudios de polinomios
simétricos, hechos en conjunto con: Egor Maximenko, Luis
Angel Serrano, Per Alexandersson, entre otros.

MacDonald (1979): Symmetric Functions and Hall Polynomials.
Stanley (1999): Enumerative Combinatorics, Vol. 2.
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Pol. simétricos
00

PoOLINOMIOS SIMETRICOS

P se dice que es un polinomio simétrico si para cualquier
permutacion o, tenemos que

P(‘Tlaz% e 7mn) = P($U(1)7xa(2)a ooc a$a(n))'

P(xy,x9,23) = ZE% + 2z 29 + x% + 2xox3 + x% + 2z 23,

P(z3,x9,21) = x% + 23T + x% + 2xoxq + x% + 2x377.
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e1(x1,x2,x3) = 21 + 22 + 73,
ea(x1, T2, x3) = T1x2 + T1T3 + T2T3,

e3(z1, T2, 23) = T12223.
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eo(x1,z2,23) = 1,

e1(xy, w2, 13) = o1 + 22 + 23,

ex(z1, 22, x3) = 122 + T123 + T2T3,
( ) =

€3(x1,T2,T3 T1T2I3.
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eo(r1,z2,23) = 1,

e1(x1, e, x3) = x1 + T2 + 3,

ea(x1, 2, 3) = X172 + X173 + T2T3,
es(x1, 9, x3) = T1T2X3.
eq(r1, T2, 23) = T1222377.
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1,

eo(z1, 22,23
e1(x1, z2, x3 r1 + 29 + 23,
T1X2I3.

0.

)
) =
eo(x1, w2, x3) = T1x2 + T1T3 + T2T3,
es(x1, x2,x3) =
es( )

€1,T2,T3

En general, e,,(21,...,2,) =0sim >nosim<O0.
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Pol. elementales
0®000000

El polinomio simétrico elemental en n variables xq,...,z,, de
grado m € {0,1,...,n}, se define como
em(x1,...,xpn) = g Tj Ly Ly,

1< <G < <gm<n

o tuplas {(j1,- -, Jm): J1s---»Jm €{1,...,n}, 1 < <Jjm},
o funciones estrictamente crecientes,

e m-subconjuntos del conjunto {ji,...,j5m} C {1,...,n}.
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em(T1,...,2p) = ) Lji Ly L, -
1<j1 <o < <jm<n

Observemos que

— T1 72 T
em(z1,...,2n) = Z rtan? -,

1,72, ,rn€{0,1}
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ELEMENTALES POR RECURRENCIAS

em—l—l(mla QN 7xn7xn+1) - em—l—l(wh e )xn)+xn+1 em(xla G 7xn)-

Podemos dividir al subconjunto
Ut dnsme1: 1< g1 < oo < < Jmg1 Sn+ 1},
en la unién de el subconjunto
s dndm1: 1< g1 < oo < < Jmy1 < 0}
y el subconjunto

{1y s dnyJmr1: 1 <j1 < .o <Jn <Ny jJms1 =n+ 1}
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eo()

eo(l'l) el(:vl)
eo(z1,x2) e1(z1,x2) ea(z1,x2)
eo(z1, 2, x3) e1(z1, 22, x3) ex(x1, 22, 3) eg(z1, x2, x3)
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eo()

T

eo(l'l) el(:vl)
eo(x1,22) e1(x1,2) ea(x1,2)
eo(x1, x2,73) e1(x1, x2,3) ea(x1, T2, 3) e3(x1, T2, 73)
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def pol_elems(x):

v = [1]
for n in range(1, len(x) + 1):
vprev = v
v = [0] * (n+1)
v[o] =1
for m in range(1l, n):
v[m] = vprev[m] + x[n] * vprev[m-1]
vIn] = x[n] * vprev[n-1]

return v

Por ejemplo pol_elems([3, 5]) regresa la lista [1,8,15].
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FORMULA DE VIETA PARA EC. CUADRAT

Dado p(t) = t? + bt + ¢ = (t — z1)(t — z2), entonces

eo(z1,22) =1,
ei(z1,z2) = x1 + 22 = —b,

e2(x1,x9) = X122 = C.
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FORMULA DE VIETA PARA EC. CUBICAS

Dado p(t) = t3 + at? + bt + ¢ = (t — x1)(t — 22)(t — z3), entonces

=1 +2x2 +23 = —aq,
= 2129 + T123 + Tox3 = b,

= X123 =— —C.
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FOrRMULA DE VIETA

Para cualquier lista de variables x1, ..., z,,

n

H (t —zj) Z(—l)”*j en—j(®1,. .., Tn)t.

J=0

La demostracién es por induccién sobre n.

Para n =0,
0 0 ‘ ‘
H(t—ajj) =1, Z(—l)n_j en—j(T1,...,xn)t! = 1.
j=1 J=0
Paran =1,
1 1
H(t —xj) =t—x, Z(—l)"_j en—j(z1,... ,xn)tj =—z +t
j=1 Jj=0
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Supongamos que se cumple para n y demostremos que n + 1
cumple

n+1

[T¢—=)=

J=1

J

T - m) (t — 2np)
=1

I
T~
M=

S,
Il
]

(_1)n—j en_j(:rl, - ,l'n)tj) (t — xn—i—l)

(—1)"*j en—j(x1,..., xn)th

Il
M=

.
|

+
=~

(—D)" I e e (@1, . a0t
0

.
Il
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Hacemos cambio de variable en la primer suma y tenemos

n+1 n+1

[T¢—2)=

j=1

_l’_

(_1)n—j+1 enfj+1($1> B 7xn)t]

(]

<.
Il

+
M: —

(—1)nij+lxn+1 €n—j (331, e ,a:n)tj
0

3
+
|

= (—1)”"'1_1 ent1—j(T1,. .., Tp, $n+1)tj.
1

.
Il
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Los coeficientes de un polinomio de una variable,
se expresan como polinomios elementales con signos alternantes.
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EJEMPLOS

Sea P(t) =t — 5t — 17 y sean w1, 22 las raices del polinomio.
;Cuanto vale % + 23?7

2 2
331"‘1‘2:
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EJEMPLOS

Sea P(t) = t?> — 5t — 17 y sean w1, z3 las raices del polinomio.
;Cuanto vale 2?3 + x3?

23 4 23 = (e1(z1,22))% — 21 (21, 22)
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EJEMPLOS

Sea P(t) = t> — 5t — 17 y sean x1, x2 las raices del polinomio.
;Cuanto vale 22 + x3?

2t + a3 = (e1(x1,22))* — 2e1 (21, 22)
=52 — 2(—17) = 59.

18 /27



Pol. simétricos Pol. elementales Férmulas de Vieta Funcién generadora Id. de Newton
Q0 00000000 00000e [e]e]e] 00000
i

Sea P(t) = t3 + 2t — 8t — 3 y sean z1, x2, x3 las raices del
polinomio. ;Cuanto vale x:{'achg + xlmgx;; + mlmx%?

3 3 3
T1T2T3 + T1X5x3 + T1X2X3
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Sea P(t) =3 + 2t — 8t — 3 y sean x1, 2, 73 las raices del
polinomio. ;Cuanto vale iL‘:l)’.TQ.Tg + aclas%x;:, + $1£L‘2.%'§?

3 3 3
T1T2T3 + T1X5T3 + X1X2X3

= e3(z1, 22, 3) (61($1, 9, 23)% — ea(z1, $2,$3))
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Sea P(t) = t3 + 2t — 8t — 3 y sean x1, T2, 73 las raices del
polinomio. ;Cuanto vale LE?.’EQCITg + 1:1:6%:63 + :L“lxg:p%?

l‘?l‘gl’g + xlmgazg + :Elexg
2
= 63(301,902,933) (61(961, 962,-703) - 62(9617 962,303)>

= @) ((-2° - (-8)) =36

19/ 27



Funcién generadora
[ Jele}

n n
Z em(T1,. .., 1)t = H(l + z;t)
m=0 i=1

La demostracién es similar a demostracién de la féormula de
Vieta.
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FUNCION GENERADORA

La funcién generadora para la sucesion (e, ) -_ es

E(t) =) ent™ =[]+ ),

m>0 i>1
n n
= Z em(z1, ..., xp)t" = H(l + zit).
m=0 i=1
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E(x1,.. ., Zn, Tpt1)(t) = (1 4+ zppat) E(zq, ..., 20) (1)

n+1 n
E(z,zp41)(t) = Z em(x, Tpy)t" =1+ Z et (@, Ty )t"
m=0 m=0

n
=1+ Y (ems1() + Tng1 em(2)) t™
m=0

n
= Z em ()t + Z Tnt1 em(T tm+1

m=0 m=0

=E(z,2,)(t) + zpp1t E(z, 2,)(t).
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SUMAS DE POTENCIAS

Definicién

El polinomio suma de potencias en n variables x1, ..
grado m € {0,1,...,n}, se define como

., Xy, de

n
pm(mh---,xn)szgnzx?—i—---—i—xﬁ.

J=1
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Si en la formula de Vieta evaluamos t en algin xj tenemos

n

= [ (xr—25) = > ()" en_j(z1,...,20)2].
Jj=1

Si hacemos la suma sobre todos los x; tenemos

n
Z n_] en*j(xla o 7xn)xi;
7=0

||
M:

b
Il
—

I

<
Il
=)

(— 1)”_j en—j(T1,...,2p) pj(xl, cey Tp)
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IDENTIDADES DE NEWTON

Proposicién

Paran>1lyn>k>1

k
kegp(zy,...,zy) = Z:(—l)]_1 ex—j(Z1,- -, Zn) Pj(®1 - - - , Tn)-
j=1

Equivalentemente

O:

J

(=) en_j(z1,...,2n) Pj(%1,- -5 Tn)-
0

n
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EJEMPLOS

p1(21, 22, 23) =e1(x1, T2, 23) = 1 + 22 + 3,
Po(21, 22, 73) =e1 (21,22, 23)% — 2ea(21, 72, 73)
=(x1 + 29 + 3)? — 2(x120 + 2173 + To73)

=x% + x% + x%

En general
m—1 )
pm = (—1)m mem Z m—1+’7 em_j p‘7
7=1

26 /27



Pol. simétricos Pol. elementales Férmulas de Vieta Funcién generadora Id. de Newton
Q0 00000000 000000 [e]e]e] Q000e

Continuara...
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