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1. Introducciéon

Historia

Principios de la computacion cuantica. En 1982, Richard Feynman observé que era
imposible simular sistemas cuanticos de manera eficiente en computadoras clasicas. Tres
anos después, el fisico britdnico David Deutsch estableci6 los fundamentos del modelo de
computacién cuantica actual en su revolucionario articulo titulado "Quantum Theory, the
Church-Turing Principle and the Universal Quantum Computer'. Este modelo generalizo
la maquina de Turing clasica, permitiendo que operara de acuerdo con los principios de
la mecanica cuantica. Ademas, Deutsch demostré cémo una computadora cuantica puede
realizar multiples célculos simultaneamente gracias a la superposicion de estados, lo que
representa una ventaja categorica frente a las computadoras clasicas.

Objetivo

El objetivo principal de estos apuntes es desarrollar un marco conceptual claro y di-
dactico que permita comprender la estructura matematica sobre la cual se fundamenta
la computacién cuantica. Este marco busca ser accesible para estudiantes de matema-
ticas interesados en adentrarse en esta area. Presentamos los fundamentos matematicos
para el estudio de la computacion cuantica, incluyendo herramientas de algebra lineal y
transformaciones de Fourier.

2. Preliminares de algebra lineal

2.1. Espacio vectorial C", producto interno y
Notacion de Dirac

Definimos el conjunto de indices I, := {j € N | 0 < j < n} que también denotamos
por [0, n[. Dado un nimero natural fijo n, consideramos el conjunto C", definido como

C'={z:1, - C|z =2z(j) € Cpara todoj € I,}.

Junto con la adicién y la multiplicacion escalar, definidas componente por componente,
C" constituye un espacio vectorial complejo de dimensién n. El producto interno en C" es
una funcién (-, -) : C*xC"* — C, que satisface las siguientes propiedades para cualesquiera
u,v,w € C" y cualquier A € C:

w (Au+v,w) = A (u,w) + (v, w),
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" (u,v) = <U7u>7

w (u,u) >0y (u,u) =0, siy sélo si, u=0.

Siu=(ug,...,Up—1)y v =(vg,...,Un_1), definimos su producto interno como

n—1
(u,v) =Y ju; = vy,
=0

donde v* denota el transpuesto conjugado de v. Asimismo, es 1til llamar el producto
exterior de u por v al producto uv*. La expresion de las entradas de esta matriz es

(wv")h = U0 (1)

Observacion 2.1. Como se mencioné previamente, este texto esta dirigido a matemati-
cos, y la notacion introducida para el producto interno es comun en esta disciplina. En este
contexto, el producto interno se caracteriza por ser lineal (es decir, aditivo y homogéneo)
en la primera entrada, y lineal conjugado (o antilineal) en la segunda. Sin embargo, para
ciertos resultados e identidades, también emplearemos la notacién de Dirac utilizada en
mecanica cudntica. A continuacién, se detalla la correspondencia entre ambas notaciones:

Notacion matematica | Equiv. en Notacion de Dirac
ueCr lu) € C"
u* (ul
(u,v) = v*u (v|u) = (v]|u)
uv* lu) (v]

2.2. Producto de Kronecker

Definicién 2.2 (Producto de Kronecker de vectores). Sean m,n € Ny sean a € C"™ b €
C" elementos de espacios vectoriales (posiblemente de distinta dimensién). Definimos el
producto de Kronecker de a por b como

((l ® b)na}—‘r’r = axbra
donde z € [0, m[ y r € [0, n[. De la definicén se sigue que a @ b € C™".
Definicién 2.3. Sea m en N, los vectores de la base canénica de C™ se definen por

€r = [5%3']7]?1:_01
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Lema 2.4. Sean m,n en N. Entoces, la funcion h : [0, m[ x [0, n[ — [0, mn[ definida
por

h(z,r) = nx +r.
es biyectiva.

Demostracion. Sean x,y en [0, m[ y r,s en [0, n] y sin perdida de generalidad, supon-
gamos que r < s tal que h(x,r) = nz +1r =ny + s = h(y, s). Entonces,

0<s—r=n(x—y) <n.

Por lo tanto, (z,7) = (y,s) y luego h es inyectiva. Ahora, para z en [0, mn[ , tomamos
T = L% y r =z — xn. Es claro que h es suprayectiva y, asi pues, es biyectiva. O]

Proposicién 2.5. Sean m,n en N, sea x en [0, m[ y sea r en [0, n[. Consideramos los
vectores canonicos e, € C™, e, € C". Entonces,

er @ € = eppry € C™".

Demostracion. De la definicion del producto de Kronecker y del resultado del lema 2.4 se
sigue que

(6:1: ® er)anrk = (ea:)j(er)k = 5:p,j6r,k = 5nx+r,nj+k = (enx+r)nj+k-

Generalizamos la definicién del producto de Kronecker a matrices.

Definicién 2.6 (Producto de Kronecker de matrices). Sean A en M, ,(C) y B en
M 1 (C). Definimos su producto de Kronecker como la matriz de clase M, 4, (C):

(A® B)paihe .= Af Bl

mj1+j2

301 2 41
R B R

el producto de Kronecker de estas dos matrices es el siguiente:

Ejemplo 2.7. Sean

6 12 3 2 41

A B— -3 0 9 -120
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Observemos que el producto de Kronecker es una funcién
® 1 Mpo(C) x My n(C) = Mppgn(C).

Proposicién 2.8 (Producto de Kronecker de productos exteriores). Sean m,n en N y
sean a en C™, b en C™. Entonces,

(ab*) @ (cd*) = (a®@c)(b® d)".

Demostracion. De la defincién anterior, del producto exterior de vectores (1) y de la
definicién del producto de Kronecker de vectores se tiene que

((ab") ® (ed*))pr 152 = (ab")5! (ed)52 = (a7, ) (cdi,)
= (ajlch)(bZZle}Q) = (a ® c)mj1+j2 (b ® d)Zkl—‘er’
[

Denotando por EY = e,e; el producto exterior de vectores canonicos (posiblemente
de distinta dimension) tenemos el siguiente resultado ttil.

Proposicién 2.9. Sean z,7,y,s en N, tal que x en [0, m[, r € [0, m] y y,s en [0, n[.
Eg ® E;f — Eny+s

mx—+r:

Demostracion. Usando las proposiciones 2.5 y 2.8 tenemos que
E}® E} = (ewegj) ® (erey) = (€z @ e, )(ey @ €5)" = (ematr)(Cnyrs)” = E%:ksr-

Proposicién 2.10. Sean a,c € C™ y b,d € C", entonces se cumple que
(a @ble @ d) = (alc)(b|d).

Demostracion. Por definicién del producto interno, producto de Kronecker en vectores y
el lema 2.4 tenemos que

(a@ble®d) = mfl(a ®b)j(c® d);

m—1n

-5 gmmm(c;d:) _ (mz ) (z brdzs) — (ale) (bl



2 Preliminares de dlgebra lineal 6

2.3. Algebra C"

Regresando al espacio vectorial complejo C", definiendo una operacion adicional sobre
este conjunto, a saber, la multiplicacion por componentes, que llamaremos simplemente
multiplicacion en C™.

Definicién 2.11. Dados a,b € C" definimos a la operacién @ : C* x C* — C" como:
a®b = [ab]j,.

La operaciéon ® es bilineal, por lo que C" dotado de esta operaciéon constituye un
algebra sobre los complejos. Ademés, la multiplicacién en C™ es asociativa, conmutativa
y posee un elemento identidad, definido como:

1, = [1]7=,.

Proposiciéon 2.12. Un elemento a = (ag,...,a,_1) € C" tiene inverso multiplicativo
si y solo st a; # 0, con 0 < j < n. Asi pues, denotemos por Inv(C ™) a los elementos
invertibles de la algebra C™.

Demostracion. Claramente, si a; es distinto de cero en todas las componentes y definiendo
a~' como (ay',...,a,",) tenemos que

a®a ! =[aja; 1) = 1,.
Por otro lado, supongamos que a € Inv(C"), entonces existe b € C" tal que
a®b=lab]i—y = 1,.
Por lo tanto, para toda j, a; es distinto de cero. O

Definicién 2.13. Le llamamos espectro de a elemento del algebra C" al siguiente con-
junto:

sp(a) ={A € C|a— A\, ¢ Inv(C")}.

2.4. Operadores hermitianos, unitarios, positivos y proyecciones

Definicién 2.14. Sea H un espacio de Hilbert, y sea A : H — H un operador lineal.
Decimos que A es acotado si

90>0, YeeH, [Av]<Clol.

Definimos a B(H) como el conjunto de operadores lineales acotados en H.
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Teorema 2.15. Sea A € B(H). Entonces existe un inico A* € B(H) tal que para todo
u,v € H

(u]Av) = (A"ulv) .

El operador anterior A* se llama operador adjunto de A. Cuando A = A*, decimos
que A es hermitiano.

Lema 2.16. Sean A € M, (C), U € GL,(C) y A € C" tal que U = [ug . .un_l}, donde
Ugy -, Up—1 € C". Entonces AU = U diag(\) si y solo si para todo k en [0, n[ se tiene
que Auk = )\kuk

Demostracion. Es claro que AU y U diag(A) son iguales si y solo si sus columnas son
iguales. Asi pues, observamos que dado k en [0, n[,

(AU).x = Auy, (U diag(A)). . = Arus.
Por lo tanto, las matrices coinciden si y solo si Auy = Auy, para k en [0, n[. O
Proposicién 2.17. Sea A € M,,(C). Entonces son equivalentes las siguientes:

(i) Ezisten U € M,,(C) matriz unitaria y D € M,,(C) matriz diagonal tal que

U'AU=D. (2)
(ii) Existen una base ordenada ortonormal (Bo, ..., Bn-1) y un A € C" tal que
n—1
A= 3 N6 3)
=0

Demostracion. (i) = (ii). Naturalmente, tomamos A € C" tal que diag(\) = D y sea
B; la j-ésima columna de la matriz U. Dado que U es unitaria, (8;|8x) = 0, y por lo
tanto la base ordenada (S, ..., [n—1) es ortonormal. Pasamos a mostrar (3) entrada por
entrada considerando que U = {60 . 6,1_1} y Ut =U*

n—1 n—1 /n—1
(upu) =2 (UD);, (U )k =Y <Z UJ,SD”> Uk

I r=0 r=0 \s=0

-5 (z ws)j(xra&») CANE) DERERHEAN

r=0 \s=0
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Dado que (8,);(B,)r = (BrB:)j4, tenemos

n—1 n—1
(UDU?l)jk = Z Ar (ﬁrﬂ:)jvk = (Z Arﬂrﬁ:)
’ r=0 r=0

j7k

(11) = (i). Para cualquier k en [0, n[, obtenemos
n—1 n—1 n—1
ABy = (Z Ajﬁjﬁ;) Br =Y\ (ﬁ;@:) = > NiBibik = M.
r=0 r=0 r=0

Del lema anterior, con U := {50 o 5,1_1}, concluimos que UT'AU = diag()). O

Cuando A cumple alguna de las propiedades anteriores decimos que es unitariamente
diagonalizable. Usando la notacién de computacion cuantica, esto es, para 0 < 7 < n
|7) = B;, solemos escribir (3) como

A=§Aj 5) Gl ()

Definicién 2.18. Decimos que A € B(H) es un operador positivo si para cualquier
u € H se tiene que (u|Au) es un nimero real no negativo.

Proposicién 2.19. Todo operador positivo es hermitiano.

Demostracion. Sea A € B(H) un operador positivo y sea u € H. De (5), tenemos que

0 < a = (u]Au) = (u|Bu) + i (u|Cu) = (u|Bu) + i{u|Cu),
2a = 2 Re((u|Bu)) + 2i Re((u|Cu)).

Lo anterior implica que Re((u|Cu)) = 0. Més atn, tenemos que

0 = (u|Bu) — (u|Bu) + i({(u|Cu) — (u|Cu)) = 2i Im({(u|Bu)) — 2 Im((u|Cu)).

Asi pues, Im((u|Cu)) = 0, luego C' = 0 y de la definiciéon de C' en (5) concluimos que
A= A" O
Ejercicios

Ejercicio 2.20. Dado A € B(H) existen B, C € B(H) operadores hermitianos tales que

A=B+iC. (5)
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Demostracion. Definimos B == (A + A*)/2,C = (A — A*)/2i. Es facil verificar que B y
C cumplen 5. Mas aun, B y C son hermitianos. En efecto,

B* = (1/2)(A + A*)* = (1/2)(A* + A) = B,
CF = (—1/2i)(A — A*)* = (—1/2i)(A* — A) = C.

]

Ejercicio 2.21. Sean A, B € B(H). Si el conmutador [A, B] = 0, el anticonmutador
{A,B} =0y A es invertible, entonces B = 0.

Demostracion. Por suposicion,
[A,B] = AB—-BA=0= AB+ BA={A, B}.

Luego, tenemos que 2BA = 0 y operando por la derecha por A~! concluimos que 0 =
2B(AA™') = 2B. Por lo tanto, B debe ser el operador 0. O

Para un sencillo contraejemplo en el caso de un operador A no invertible consideremos

10 0 0
bif el
Ejercicio 2.22. Sean A, B € B(H) operadores hermitianos. Entonces i[A, B] tambien es

hermitiano.

Demostracion. Recordamos las siguientes propiedades del operador adjunto:

(A+ B)" = A"+ B*,
(AB)* = B*A*,
(M) = \A*.

Asi pues, dado que A* = A y B* = B vemos que

(i[A, B])* = —i(AB — BA)* = —i(B*A* — A"B*) = i(AB — BA) = i[A, B].
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3. Preliminares de computaciéon cuantica

Uno de los muchos retos de la computacion cuantica es el replantamiento de todos los
avances e invenciones que se han hecho en mas de tres cuarto de siglo en las ciencias de la
computacién y extrapolarlos a una arquitectura y paradigma diferente. Esto implica que
el area sea, al menos, tan vasta como el de las ciencias de la computacion.

Teorema 3.1. Teorema de no clonacion. Sea s € S(C?). No existe un operador unitario
U € U(C?) tal que, para todo v € S(C?), se cumpla

Uv®s)=v®u.

Demostracién. Sean v,w € S(C?) y supongamos que existe un operador unitario U tal
que

Uv®s)=v®u, (6)
Ulw®s)=w®w. (7)

De acuerdo con la definicién en 2.10, y dado que U es unitario, se tiene que

(v|w) = (v|w) (s]s) = (V& slw® s)
=(U®s)|U(wes)) =vevwew) = <v|w>2.

Lo anterior implica que (v|w) es igual a 0 o 1. Por lo tanto, el operador U que cumple las
ecuaciones (2.1) y (2.2) solo lo hace si v L w o v ~ w. O

En particular, continuando con la demostracién anterior, se seguiria que
Ulv®s)=(—v®—v)=vv=U(W®Rs),
Uves)=iv@iv=—(vev)=-UMl®s).

Es decir, en cualquiera de los dos casos se obtiene una contradiccion.

3.1. Esfera de Bloch

Plano proyectivo

Se estudia el espacio complejo proyectivo P(C), también denotado por CP'. En par-
ticular, se construye una biyeccién entre CP! y la esfera unitaria S* en R?, usando las
coordenadas esféricas en S2.
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Definicién del espacio P(C)
Denotemos por 0 al vector cero en C.

Definicién 3.2. En el espacio C?\ {0} definimos una relacién binaria ~ mediante la
siguiente regla:
an~b = IxeC\ {0} a = A\b.

Proposicién 3.3. ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. La relacion es trivialmente reflexiva tomando A = 1. Si a ~ b entonces
a = \b para algin \ # 0, luego b = A~1a por lo que la relacién es simétrica. Finalmente,
sia = M\by b= A (es decir, a ~ by b~ c) entonces a = \A\yc y asi es transitiva. O

Definicién 3.4. Para cada punto a en C? \ {0}, denotemos por [a] a su clase de equiva-
lencia respecto ~:

la] = {be C*\{0}: b~a}.
Denotemos por P(C) al conjunto de estas clases de equivalencia, a este nuevo conjunto se
le conoce como espacio complejo proyectivo de dimension 1.

Parametrizacién del espacio P(C)

Proposicion 3.5. Para cada (z1,29) en C*\ {0}, existen ¥ en [0,7] y ¢ en [0,27) tales
que

(21, 22) ~ (cos(1/2),sen(1/2) ) . (8)

Demostracion. Sean z; = 1€,z = r9e’® € C tal que alguno de los médulos 7,75 es
distinto de cero. Luego, factorizando X := y/r? + r2e¢™ tenemos

(21, 20) = \/13 + 13e™ ( n 2 ei(gn)) = Mc, 5€") ~ (c, 5€'?).

)
Vi +r3 \Jri 413

En la derecha tenemos un nuevo par complejo con ¢ y s niimeros reales en [0,1], donde se

cumple que ¢? + s* =1, y si p .= & —n mdd 27, entonces ¢ € [0, 27).
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Im Im
21

7 §—n

/ Re ’ \

[ X

Re

)

Finalmente, existe ¥ € [0, 7] tal que ¢ = cos(9/2), s = sen(?/2) y nos queda (8). [

Definicién 3.6. Definimos f: [0, 7] x [0,27) — P(C) mediante la siguiente regla:
f(,p) = (cos(ﬁ/?),sen(ﬂﬂ) ew) :

Debido a la proposicién 3.5, la funcién f es sobre.

Proposicién 3.7. La funcion f no es inyectiva. En particular,
0] = {0} x [0,27),  f7H[(0,1)]] = {x} x [0,2m).
La restriccion de f al conjunto (0,7) x [0,27) es una funcion inyectiva.
Demostracion. En efecto, sean 9,n € (0,7), ¢, € [0,27) tales que
(COS (9/2) ,sen (9/2) ei‘p> = (cos (n/2),sen (n/2) ew>

Luego cos(1/2) = cos(n/2) y sen(d¥/2) = sen(n/2). Como las funciones sen y cos son
inyectivas en (0,7/2) tenemos que ¥ = n. Por dltimo, dado que ¢, ¥ € [0,27) se debe
tener que ¢ = 1, por lo tanto f es inyectiva. O]

Coordenadas esféricas en S?

Denotemos por S? a la esfera unitaria en R3. Se sabe que cada punto de S? se escribe
en coordenadas esféricas como

(semSl cos (p, sentv seny, cos 19),

donde ¢ € [0, 7], ¢ € [0, 27).
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Definicién 3.8. Definimos g: [0, 7] x [0,27) — S? mediante la siguiente regla:
g(9,¢) = (senﬁ cos , senisen p, cos 19).
Se sabe que la funcién g es sobre.
Proposicién 3.9. La funcion g no es inyectiva. En particular,
97'(0,0,1)] = {0} x [0,27),  ¢7'[(0,0,=1)] = {m} x [0, 2n).
La restriccion de g al conjunto (0,7) X [0,27) es una funcion inyectiva.
Demostracion. En efecto, sean 9,1 € (0,7) y @, 9 € [0,27) tales que
(sen v cos p, sen ¥ cos ¢, cos ) = (senn cosp, sennsen i, cosn) .

En la tercera entrada, como la funcién coseno es inyectiva en (0, 7) tenemos que ¥ = 1.
Luego tenemos que cos(yp) = cos(v) y por la restriccién en el intervalo concluimos que

p=1.
[
Correspondencia entre P(C) y S?

Queremos construir h tal que el siguiente diagrama sea conmutativo.
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(10,7) x [0,27)]

f g

P(C) (s?)

Usaremos el hecho que las funciones f 'y g, restringidas a (0, 7) x [0, 27), son inyectivas,
y consideraremos aparte los puntos excepcionales.

puntos de P(C) puntos de [0, 7] x [0, 27) puntos de S?
(1,0) (0, ) € {0} x [0,27) (0,0,1)
f0,9) € P(C)\{(1,0),(0,1)}; | () € (0,7) x [0,2m) | (0, ) € S*\{(0,0,1), (0,0, —1)}
(0,1) (9, ¢) € {7} x [0, 2m) (0,0,—1)

Proposicién 3.10. Eziste una tnica funcién h: P(C) — S? tal que ho f = g. h es una
biyeccion.
Demostracion. La proposicion afirma que f es biyectiva en E :=P(C) \ {(1,0),(0,1)}, y

-1
por lo tanto tiene una tnica inversa f ‘E : P — (0,7) x [0,27). Se sigue que la siguiente
funcién esta bien definida.

(0,0,1), (21,22) = (1,0),
h((zh 22)) = (07 O’ __11)’ (Zlv ZQ) = (07 1)a
go fE‘ (21,22), (z1,20) € E.

Mas aun, dado que g‘E es biyectiva (3.9) tenemos que h es biyectiva en F y claramente
lo es en P(C). O

Observacién 3.11. En otras palabras, si
A= [(cos(ﬁ/Q), sen(v/2) ei@)} ,

entonces

h(A) = (sen Y cos p, sen ¥ cos p, cos ?9) .



8 Preliminares de computacion cudntica 15

3.2. Puertas Cuanticas

Los operadores unitarios preservan la norma del sistema, asi pues, deben ser represen-
tados por matrices unitarias 2 x 2. Algunas de las mas importantes son las puertas dadas
por las matrices de Pauli. asi como la puerta de Hadamard (denotada como H), la
puerta de fase (S) y la puerta { (T).

Matrices de Pauli:

|10 _ _s_lo1

00:]:[0 11, Jl_ax_X_ll 0], 9)
T 1o
JQ:Uy:Y_[i 01, Jg_OZ_Z_[O _1]. (10)

Definicién 3.12 (Puerta de Hadamard). Definimos la puerta de Hadamard como la

56

Ejemplo 3.13. Encontrar los eigenvectores, eigenvalores y la representacion diagonal de
las matrices de Pauli X, Y, Z.

siguiente matriz:

- 1

X —)\)= =\ -1 12

dax -0 = _jf=x -, (12
_)\ _Z 2 -2 2

det(Y =MD = |7 =N (=) =X -1, (13)
1— A 0

det(Z — M) = =X\ 14

et( )= o —(1+)\)‘ (14)

Por lo tanto, todas las matrices de Pauli tienen eigenvalores A = £1.
Proposicién 3.14. La puerta de Hadamard es una matriz unitaria.
Demostracion. z,w € C, z = (z1,22) y w = (wy, wa).

(2,w) 1= 21W1 + 223,

1 1
Hz=—(z1+ 20,21 — 29), Hw = — (w1 + ws, w1 — wo).
\/ﬁ( |+ 22,21 — 22) \/5( 1 2, W1 2)
Finalmente,
1 - -
(H. Hy) = o [(zl + 20)(wn + wa) + (21 — 20) (w1 — m)}

= ;[(21 + 22) (W1 + Wa) + (21 — 22) (W1 — “’2)}

= 217 + 29W3.
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Otra manera de demostrar que la matriz (11) es unitaria es verificar que H'H = I:
1
gt 1 1)\ /1 1
2\1 —-1)\1 -1

Ejercicio 3.15. Encontrar los eigenvalores, eigenvectores y representacion diagonal de la

]

compuerta de Hadamard.

Dado A en C,
N— L L
det(A\l, — H) = _LQ )\+i =\ 1.
V2 V2
Asi pues, los eigenvalores son A\; = 1, A\ = —1. Calculamos los eigenvectores de A; y Ao,
respectivamente,

1-% -2 1 Va-1 -1 ] [1 —v2-1
-5 1+ L -1 v2+1] |0 0 ’

1 1
o I -1 1-v2] |0 0

[—1—\}5 -L ] Ve+1 1 ] [ \/5—1]

Por lo tanto, los eigenvectores (normalizados) son

Maés atin, se verifica que la puerta de Hadamard es unitariamente diagonalizable (2) de lo
siguiente:

1+2 1 1+v2 1-V2
L | Varve Vi ll 1 ] Varevz  Va—2va| [1 0 ]
_ 1 1 :

ﬁ 1-/2 1
Via-2v2  \a-2v2 Varavz  y/a—2v2

Ejercicio 3.16. Dado n € N. Demostrar que

1 2n—1

HE" = oD > (=)™ ) (yl.

z,y=0
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3.3. Desigualdad de Bell

En el modelo clasico, durante la etapa de experimentacion, se realizan mediciones me-
diante aparatos que interactiian con el sistema fisico en estudio. Uno de los principales
desafios es evitar alterar el sistema de tal forma que la mediciéon obtenida permita pre-
decir y modelar con precision la propiedad fisica del sistema en futuras iteraciones del
experimento. Sin embargo, en el modelo de la mecanica cuantica, realizar una medicion
no consiste simplemente en revelar una propiedad fisica preexistente, sino que dicha pro-
piedad se determina como consecuencia de la medicién. Sorprendentemente, numerosos
experimentos, entre ellos los relacionados con la conocida Desigualdad de Bell, han lleva-
do a interpretar que las particulas cuanticas no poseen propiedades fisicas determinadas
antes de ser medidas. Establecemos dicha expresiéon matematica de la siguiente manera.

4. Matriz de Fourier

La transformada de Fourier es una herramientas fundamental para representar fun-
ciones periddicas y senales discretas. En computacion cuantica, esta es esencial para al-
goritmos como el algoritmo de Shor y la transformada cuéntica de Fourier (QFT). En lo
que sigue del capitulo consideremos fijo a un n € N (como el nimero de qubits en una
computadora).

4.1. Transformada Finita de Fourier

2mi

Definicién 4.1. Definiendo €, := e™» . La transformada discreta de Fourier es un operador
Fn : C" — C" dado por la siguiente matriz:

oin—1
También definimos a los siguiente vectores f, ; := ﬁ [eﬁﬂ g COn Jj €0, n[.

1
es una base ortonormal en C".

Proposicién 4.2. La lista ordenada (fy;);_,

Demostracion. Sean p,q € [0, n[.

n—1 n—1 n—1
— 1 _ 1 _
<fn,p|fn,q> = Z(fn,p)k(fnﬁ>k = - Z eﬁkenqk = — Z 67(1p Dk = 5P,Q'
k=0 =0 " =0

De lo anterior se sigue que cada vector es normal y mas ain son ortogonales por lo que
son linealmente independientes y se concluye que forman una base ortonormal en C*. [
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Definicién 4.3. Sea v € C", definimos como la transformada finita de Fourier de z
al vector

n—1

n—1
0= [Z vkegjk] = F,v.
k=0

Jj=0

).

Proposicién 4.4. El operador ﬁ]—"n es unitario.

Notemos que 9; = /n (fn ;

Demostracion. Recordemos que por definicién un operador es unitario si se cumple que
el producto por la izquierda con su operador adjunto resulta en la identidad, en este caso
I,,. Por lo tanto,

1]—"* 1]—“ R P e L B zorfrqw1 = [0, =1
ﬁ n ﬁ n —5[% ]p,q:o [Gn }p,qzo_ﬁ Z% €n —[p,q]p,q:o— n

k=0 p,g=0

]

De lo anterior, hemos demostrado que el operador inverso de F,, es %]—“; y por lo tanto

1 1 n—1 " n—1 1 n—1 n—1
v=Fub = (]—";)@:l @keg] :[ @,ﬁfn,-l .
n ];Q o \/ﬁ Z J i

n o o

Se sigue que la transformada finita de Fourier de v son los coeficientes del mismo vector
en la base ortonormal (f,;)j= (también llamada la base de Fourier) multiplicados por
una constante.

4.2. Matrices Circulantes

Para la definiciéon de matriz circulante consideramos los indices como elementos del
grupo aditivo (Z,, +).
Definicién 4.5. Sea a € C". La matriz circulante asociada al vector a se define como

n—1

circ(a) = [a;j—klj .2, -
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