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Objetivo. Explicar la definiciéon de matrices de permutacién, demostrar algunos resultados y
propiedades sobre estas; y establecer uno de sus usos.



Notacién (Grupo simétrico).

Usamos la notacién usual para el grupo simétrico, i.e. S, es el grupo de permutaciones del
conjunto {1,...,n}.




Notacién (Grupo simétrico).

Usamos la notacién usual para el grupo simétrico, i.e. S, es el grupo de permutaciones del
conjunto {1,...,n}.

Notacién (Matriz de permutacidn).

Sea ¢ € 5,, denotamos por P, a la matriz

Py = [0, WU)]ZJ':I'




Notacion.
Sea i€ {l,...,n}.

e = [0l =
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0

donde la entrada no nula se encuentra en la /-ésima fila.
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Sea ¢ € S,,. Entonces
Po = leqwys-  ep(n)] -
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Proposicién (El producto de matrices de permutacién).

Sean ¢, € S,. Entonces

PoPy = Puy.
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Proposicién (El producto de matrices de permutacién).

Sean ¢, € S,. Entonces

PoPy = Pgy.
Demostracion.
Sean i,j € {1,...,n}. Sabemos que
n .
(PoPy); Z (Pe)i (Oro00) (ki) = Gio(wiy) = (Pow); -
k=1
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Proposicién (Producto de una matriz de permutacién por un tipo de matriz columna).

Sean v, € Sy y j € {1,...,n}. Entonces

Poepty = [0 o] 1y
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Proposicién (Producto de una matriz de permutacién por un tipo de matriz columna).

Sean v, € Sy y j € {1,...,n}. Entonces

Poepty = [0 o] 1y

Demostracion. Sea i € {1,...,n}
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Proposicién (Producto de una matriz de permutacién por un tipo de matriz columna).

Sean v, € Sy y j € {1,...,n}. Entonces

Poepty = [0 o] 1y

Demostracion. Sea i € {1,...,n}

0 0
: 0
Poeyy = 1
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Proposicién (Producto de una matriz de permutacién por un tipo de matriz columna).

Sean v, € Sy y j € {1,...,n}. Entonces

Poepty = [0 o] 1y

Demostracion. Sea i € {1,...,n}

Poeyy = 1

@
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Proposicién (Producto de una matriz de permutacién por un tipo de matriz columna).

Sean v, € Sy y j € {1,...,n}. Entonces

Poepty = [0 o] 1y

Demostracion. Sea i € {1,...,n}

(Poeugy) = { o7 @(Wg) = 0w

Poeyy = P 1

@
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Proposicién (El producto de matrices de permutacién).

Sean ¢, € S,. Entonces

PPy = P,y.
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Proposicién (El producto de matrices de permutacién).

Sean ¢, € S,. Entonces

PPy = P,y.

n

Segunda demostracion. Poeyty = [0 owin] 1y
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Proposicién (El producto de matrices de permutacién).

Sean ¢, € S,. Entonces

PPy = P,y.

n

Segunda demostracion. Poeyty = [0 owin] 1y

Sabemos que

PoPy = [Pp(Py)1, -+ Pp(Py)n] = [Pwezﬁ(l)’ T 7P<pew(n)]
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Proposicién (El producto de matrices de permutacién).

Sean ¢, € S,. Entonces

PPy = P,y.

n

Segunda demostracion. Poeyty = [0 owin] 1y
Sabemos que

PPy = [Po(Py)is -+, Po(Py)al = [Poeyry, -+ 5 Poey(m]
De la proposicién anterior, obtenemos

Pwa = [4;, cp(w(j))]lr',,jzl = 'Dsozb'
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Proposicién (La inversa de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

-1 T
'Dw = P(pfl = P(p.
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Proposicién (La inversa de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

-1 _ _ pT
P,m=P,1=P,.

Demostracion. De la proposicidn anterior es facil ver que P;l = Py,-1.
Queremos demostrar:
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Sea ¢ € S,,. Entonces

-1 _ _ pT
P,m=P,1=P,.

Demostracion. De la proposicidn anterior es facil ver que P;l = Py,-1.
Queremos demostrar:
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Proposicién (La inversa de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

-1 _ _ pT
P,m=P,1=P,.

Demostracion. De la proposicidn anterior es facil ver que P;l = Py,-1.
Queremos demostrar:

Sean i, j € {1,...,n}, entonces

(P¢_1)j—1<:>5 1y =1 <= i=¢7'()j)

= p(i)=j < 9, ,)_1<:>(P) =1
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Corolario (Permutacién de los renglones y columnas de la matriz inversa).

Sea A € M,(C) invertible y sean ¢, € S,. Entonces

P; AP, = (PJ AP,
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Definicién (Signo de una permutacion).

Sea ¢ € S,,. Entonces

sign(ip) = (~1)7,

donde d es el nimero minimo de factores en alguna descomposicién de .
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Definicién (Signo de una permutacion).

Sea ¢ € S,,. Entonces
sign(ip) = (~1)%,

donde d es el nimero minimo de factores en alguna descomposicién de .
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Definicién (Signo de una permutacion).

Sea ¢ € S,,. Entonces
sign(ip) = (—1)°,

donde d es el nimero minimo de factores en alguna descomposicién de .
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= T1,878,273,476,9-
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Definicién (Signo de una permutacion).

Sea ¢ € S,,. Entonces
sign(ip) = (~1)%,

donde d es el nimero minimo de factores en alguna descomposicién de .

Sesp_ (1234567809
®“@¥Y={8143509726
@ = G 9(1 8 2)Cg(3 4)Cg(6 9)
= T1,878,273,476,9-
Luego,
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Proposicién (El determinante de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

det P, = sign(y).
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Proposicién (El determinante de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

det P, = sign(y).

Demostracion. Sea ¢ € S,.
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Proposicién (El determinante de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

det P, = sign(y).

Demostracion. Sea ¢ € S,.

Notamos que una transposicién de ¢ resulta en el intercambio de dos columnas de P,,.

det(P,) = (—1).
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Proposicién (El producto de una matriz de permutacién por una matriz general).
Sean A € Mxn(C), ¢ € Sm, ¥ € S,,. Entonces

APy, = [AJU)}TJL y P«;FA = [Af(i)}:'?}n:l'
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Lema (El producto de una matriz general por un tipo de matriz columna).
Sean A € Mpmxn(C), v € Spy j€{1,...,n}. Entonces

Aey(j) = [Ay)lite-
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Lema (El producto de una matriz general por un tipo de matriz columna).
Sean A € Mpmxn(C), v € Spy j€{1,...,n}. Entonces

Aey(j) = [Ay)lite-

Demostracion. Sea i € {1,..., m}, entonces
Fo
0
Ae,h,o-) = A 1
0
L O .




0@000

Lema (El producto de una matriz general por un tipo de matriz columna).
Sean A € Mpmxn(C), v € Spy j€{1,...,n}. Entonces

Aey(j) = [Ay)lite-

Demostracion. Sea i € {1,..., m}, entonces

(Aey(y) = Ay
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Lema (El producto de una matriz de permutacién por una matriz columna general).

Sean u € Mpux1(C) y ¢ € Si,. Entonces

Plu= [P ;.
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Lema (El producto de una matriz de permutacién por una matriz columna general).

Sean u € Mpux1(C) y ¢ € Si,. Entonces

Plu= [P ;.

Sea i € {1,..., m}, entonces
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Lema (El producto de una matriz de permutacién por una matriz columna general).

Sean u € Mpux1(C) y ¢ € Si,. Entonces

Plu= [P ;.

Sea i € {1,..., m}, entonces
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Lema (El producto de una matriz de permutacién por una matriz columna general).

Sean u € Mpux1(C) y ¢ € Si,. Entonces

Plu= [P ;.

Sea i € {1,..., m}, entonces

Plu=|  Pos : = (k)= (i) =k
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Lema (El producto de una matriz de permutacién por una matriz columna general).

Sean u € Mpux1(C) y ¢ € Si,. Entonces

Plu= [P ;.

Sea i € {1,..., m}, entonces

(p;u)" o)

Plu=|  Pos : = (k)= (i) =k
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Proposicién (El producto de una matriz de permutacién por una matriz general).
Sean A € Mpxn(C), ¢ € Sy, 1 € Sp,. Entonces

APw = [A1L ]I,J 1 PTA [A“P( )}Tjnl
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Proposicién (El producto de una matriz de permutacién por una matriz general).
Sean A € Mpxn(C), ¢ € Sy, 1 € Sp,. Entonces

AP?/" = [ATL'(J']I,J 1 PTA [A“P( )}Tjnl

Demostracion. Aey(y = (Al Plu=[u]m,
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Proposicién (El producto de una matriz de permutacién por una matriz general).
Sean A € Mpxn(C), ¢ € Sy, 1 € Sp,. Entonces

m,n

APw = [A1L ] PTA [A“P( )]I,J 1

1,11

Demostracion. Aey(y = (Al Plu=[u]m,

Sabemos que

APy = [A(Py)1, -, A(Py)n] = [Aeyqy, -+ s Aey(n)
Tar __ T T
PTA=[P] A, PIA
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Proposicién (El producto de una matriz de permutacién por una matriz general).
Sean A € Mpxn(C), ¢ € Sy, 1 € Sp,. Entonces

APw = [A1L ]I,J 1 PTA [A“P( )}Tjnl

Demostracion. Aey(y = (Al Plu=[u]m,

Sabemos que
APy = [A(Py)1, -+ A(Py)n] = [Aey), -+ Aey(n)]
P;—A: [Pc—pl—Ala 7P;—An]

De los lemas anteriores, obtenemos

APy = [A;(,)]Z.’Zl P;A = [Af(f)],r‘zjil'
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Corolario.
Sean A € Mmxn(C), ¢ € Sm, ¥ € S,. Entonces

T _ (,) m,n
P, APy = [Ai(j) ]i,j:l'
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