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@ Herramientas
@ Matrices de Permutacién

€ Teorema de Jacobi



Objetivo. Demostrar el Teorema de Jacobi sobre el menor complementario. Para esto se
utilizardn resultados de matrices de permutaciones y el teorema de Jacobi sobre un menor en
la esquina.



Notacion.

Sea A€ M pun(C)

sean [ ={i,....ip} C{1,....m}, J={j1,...,Jjg} €{1,...,n}
tales que iy <---<ip y j1 <+ < jg.

Entonces la A, k se define como

Arg=[Ai e

) r,s=1"
.




Notacién.

Sea A€ M pun(C)

sean [ ={i,....ip} C{1,....m}, J={j1,...,Jjg} €{1,...,n}
tales que iy <---<ip y j1 <+ < jg.

Entonces la A, k se define como

A=A ]le

’ r,s=1"

Notacion.

Sea J = {j1,...,Jq} un conjunto finito de nlimeros enteros con ji < --- < jg.
Definimos:




Proposicién (sobre el menor en la esquina de una matriz invertible).

Sea A e M,(C) una matriz invertible.
SeameNconl<m<n,

ysean M:={1,... m}y M :={m+1,...,n}.
Entonces

det(AK/,l,M) = det(AMfM:).
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Notacién (Grupo simétrico).

Usamos la notacién usual para el grupo simétrico, i.e. S, es el grupo de permutaciones del
conjunto {1,...,n}.
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Notacién (Grupo simétrico).

Usamos la notacién usual para el grupo simétrico, i.e. S, es el grupo de permutaciones del
conjunto {1,...,n}.

Notacién (Matriz de permutacién).

Sea p € S,,, denotamos por P, a la matriz

P, = [5i,sﬂ(j)]7,j=1
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Proposicién (El producto de matrices de permutacién).

Sean ¢, € S,,. Entonces

PPy = Puy.
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Proposicién (El producto de matrices de permutacién).

Sean ¢, € S,. Entonces

PPy = Puy.

Proposicién (La inversa de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

-1
Pl=P,1=P].




0@00000

Proposicién (El producto de matrices de permutacién).

Sean ¢, € S,. Entonces

PPy = Puy.

Proposicién (La inversa de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

P;l=P

_ T
® o1 = Py

Corolario (Permutacién de los renglones y columnas de la matriz inversa).

Sea Ae M,(C) invertible y sean ¢, € S,. Entonces

(P AP = PLAP,.




[e]e] Je]elele)

Proposicién (El determinante de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

det P, = sign(yp).




[e]e] Je]elele)

Proposicién (El determinante de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

det P, = sign(yp).

Proposicién (El producto de una matriz de permutacién por una matriz general).
Sean A€ Mpxn(C), p €Sy, ¥ €S,. Entonces

m,n

PLA= [Aw()]fnjnl y APy = [Ajy ]y




[e]e] Je]elele)

Proposicién (El determinante de una matriz de permutacién).

Sea ¢ € S,,. Entonces

det P, = sign(yp).

Proposicién (El producto de una matriz de permutacién por una matriz general).
Sean A€ Mpxn(C), p €Sy, ¥ €S,. Entonces

PLA=[ATOTT y APy =[AL ]

i,j=1 i,j=1"

Corolario.
Sean A€ Mmxn(C), ¢ € Sy, 1 € S,. Entonces

PTAP - [Azgj))]l ,j=1"




[e]e]e] Jelele)

Del conjunto
Jg={1,2,3,4,5,6,7,8}.
Tomamos un subconjunto
I={2,4,5}.
Y construimos una permutacién asociada a este conjunto.

12 3 45 6 7 8

Sp:
2 451367 8



[e]e]e]e] lele)

Definicién (Inversion).
Sea p €S, ysean r,se{l,..., n}.
Decimos que (r,s) es una inversion de ¢ si

r<s y @(s)<o(r).
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Lema.
Sean pe S,y pe{l,....n}, tal que (1) <--<(p) y p(p+1)<--<e(n),

yseal={p(1),...,0(p)}

Entonces
/- P(P+1)

detP, = (-1)
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Lema.
Sean pe S,y pe{l,....n}, tal que (1) <--<(p) y p(p+1)<--<e(n),
ysea I ={p(1),...,0(p)}.

Entonces
p(p+1)
det P, = (1)~
Demostracion.
Dado que , calculamos el ndmero de inversiones. Tenemos

inv(p) =#{(r,s)e{l,....,n}x{1,....n} | r<s A p(s)<p(r)}.
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Lema.

Sean pe S,y pe{l,....n}, tal que (1) <--<(p) y p(p+1)<--<e(n),
ysea I ={p(1),...,0(p)}.

Entonces
p(p+1)
det P, = (1)~
Demostracion.
Dado que , calculamos el ndmero de inversiones. Tenemos

inv(p) =#{(r,s)e{l,....,n}x{1,....n} | r<s A p(s)<p(r)}.

Dada la suposicién hecha sobre ¢, lo anterior se reduce a

inv(@) = #{(rs) € (L. p} x {p+ 1.} | o(s) < 0(r)}
_ i#{se{pu,...,n}|go<s><so<r>}.



Observamos lo siguiente

{1,..., o(r)} = {(p(t) |te{l,..., r}}u{cp(s)|s€ {r+1,..., n}y o(s)<p(r)}
={e(®)[te{1,....r}}u{p(s)[se{p+1,...,n} vy o(s) <p(r)}.



Observamos lo siguiente

{1,..., o(r)} = {(p(t) |te{l,..., r}}u{cp(s)|s€ {r+1,..., n}y o(s)<p(r)}
={e(®)[te{1,....r}}u{p(s)[se{p+1,...,n} vy o(s) <p(r)}.

Asi pues,

(r)=r+



Observamos lo siguiente

{1,..., o(r)} = {(p(t) |te{l,..., r}}u{cp(s)|s€ {r+1,..., n}y o(s)<p(r)}
={e(®)[te{1,....r}}u{p(s)[se{p+1,...,n} vy o(s) <p(r)}.

Asi pues,
p(r)=r+

Por lo tanto,

> (s € (oL} [ (5) < (1)} = 3 o(r) =) - 21 - )
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Proposicién (sobre los menores generales de una matriz invertible).
Sea A e M,(C) una matriz invertible,

sean I,Jc{1,...,n} tales que |/| = |J| = p.

Denotamos /" ={1,...,n}~ 1y J' ={1,....n} ~ J.

Entonces

det ((A™)]) = [det(A)] ™ det (A}) (-1)=**.




0@00000000

Demostracion. Sean o, € Sy, tales que

(1) <--<p(p), p(p+1)<--<p(n)y I={p(1),....,0(p)}
Y1) < <p(p), Y(p+1)<---<p(n)y J={y(1),...,9(p)}-



0@00000000

Demostracion. Sean o, € Sy, tales que

(1) <--<p(p), p(p+1)<--<p(n)y I={p(1),....,0(p)}
Y1) < <p(p), Y(p+1)<---<p(n)y J={y(1),...,9(p)}-

Consideremos la matrices

B=PJAP,



[e]e] Je]e]ele]ele]e)

Del ultimo corolario, vemos que

r P(r -1\ _ - (r)
Bl =AND. (B =(A)00



[e]e] Je]e]ele]ele]e)

Del ultimo corolario, vemos que
r_ a¥(r) —1\ _ ( 2-11%(")
Bi=Ay:  (B7),=(A7)5:
M3s aiin, se tiene

prlioan _ ab(pr1)i(n) _ aJ
Bp+1,...,n - A(p(p+1),...,g@(n) - AI"

C1NL,... (1) _
(B )y = (A7)0 = (A,



[e]e] Je]e]ele]ele]e)

J={y(1),..., p(p)}, 1={p(1),..., o(p)}, B=P AP, y BT'=PJA'P,
S

Del ultimo corolario, vemos que

_A(r) ZINT A= 1e(n)
Bi=Aey  (B7),=(A7) 5
Mas aln, se tiene

p+17'~~7n — ¢'(P+1)77¢(") — J’
BP+1:--~7" - A@(p+1),-..,<p(n) =Ars

(B = (A0 00 = (A}



[e]e]e] Je]ele]ele]e)

det ((A’l)lj) = det ((Bil)i .... Z)

,,,,,

det(B) = det (P;) det(A) det (P,)



[e]e]e] Je]ele]ele]e)

det ((471),) = dex((87);7)
det(B) = det (P;) det(A) det (P,)

Finalmente, usamos el caso particular de

det ((471))) = det (7))

[det(B)] ™" det(BL/;)

[det(B)] ™ det(A7))

[det(P}) det(A) det(P,)] ™" det(A7)

= [det(A)] L det(A7 ) (-1)/+>.



[e]e]e]e] Jele]elele)

Consideremos la siguiente matriz:

1 -1 1 2 o0 1 -3 -1 2 0
31 -1 -1 -1 2 -1 1 0 -1
2 0 -1 -1/, A= 2 0 0 0 1
6 3 -2 -3 -2 2 1 1 -1 -1
2 -1 -4 0 1 -12 -3 7 -1



[e]e]e]e]e] le]elele)

Consideremos la siguiente matriz:

1 /=111 20 13 -1 2 0
31 -1 -1 -1 2 -1 1 0 -1
A=| 3 2 0 -1 -1, A= 2 0 0 0 1
6 '3 =2 -3/22 201 1 -1 -1
2.2 -1 -4.0 1 -12 -3 7 -1

Asi como las siguientes entradas:

I'={2,3,5}, J'={1,45) « [={1,4}, J={2,3}.



[e]e]e]e]e] le]elele)

Consideremos la siguiente matriz:

1 /=111 20 13 -1 2 0
31 -1 -1 -1 2 -1 1 0 -1
A=| 3 2 0 -1 -1, A= 2 0 0 0 1
6 '3 =2 -3/22 201 1 -1 -1
2.2 -1 -4.0 1 -12 -3 7 -1

Asi como las siguientes entradas:

I'={2,3,5}, J':{1,4,5} < 1={1,4}, J={2,3}.
Calculando determinantes

-1 1 0
3 -2 2
2 -1 0

det (A,J,/) =

-2, det((A‘l)IJ):‘ _13 _11 ‘:—2.



[e]e]e]e]e]e] Jelele)

Consideremos la siguiente matriz:

1 -1 1 2 o0 1 3/=1 210
31 -1 -1/ -1 2 -1 1 0 -1
A=| 3 2 0 -1 -1, Al=(l2 o0 l0 01
6 3 -2 -3 -2 2 1 1 -1/-1
2 2 -1 -4 0 1 -12 -3 7 -1

Ahora, consideremos las siguientes entradas:

I"={2,5}, J'={2,4} <« 1={1,3,4}, J={1,3,5}.



[e]e]e]e]e]e] Jelele)

Consideremos la siguiente matriz:

1 -1 1 2 o0 1 3/=1 210
31 -1 -1/ -1 2 -1 1 0 -1
A=| 3 2 0 -1 -1, Al=(l2 o0 l0 01
6 3 -2 -3 -2 2 1 1 -1/-1
2 2 -1 -4 0 1 -12 -3 7 -1

Ahora, consideremos las siguientes entradas:

I"={2,5}, J'={2,4} <« 1={1,3,4}, J={1,3,5}.

Calculando determinantes

P P
det(A,,):‘?) _2‘:1, det ((A1))) = _22 ? _11 -1




[e]e]e]e]e]ele] Jele)

Teorema de Jacobi.

Sea Ae M,(C),

sean I,Jc{1,...,n} tales que |/| = |J| = p.
Denotamos /"= {1,....,n}~ 1, J' ={1,...,n} \ J.
Entonces

det(adj(A))) = det(A)P (1) det A7,




[e]e]e]e]e]ele] Jele)

Teorema de Jacobi.

Sea Ae M,(C),

sean I,Jc{1,...,n} tales que |/| = |J| = p.
Denotamos I’ ={1,....,n}~ [, J' ={1,...,n}~ J.
Entonces

det(adj(A))) = det(A)P (1) det A7,

Demostracion.



0000000080

A es invertible. Entonces, adj(A) = det(A)A™ly

det(adj(A)}) = det(A)P det((A™)) = det(A)P1(-1)™** det (A7)



0000000080

A es invertible. Entonces, adj(A) = det(A)A™ly
det(adj(A)}) = det(A)P det((A™)) = det(A)P1(-1)™** det (A7)
Ano es invertible, p= 1. Entonces | = {i} y J = {j}. Por definicién, adj(A)’, = /Z\\I.j y

det (adj(A)}) = A/ = (-1)™** det(A])).



0000000080

A es invertible. Entonces, adj(A) = det(A)A™ly
det(adj(A)}) = det(A)P det((A™)) = det(A)P1(-1)™** det (A7)
Ano es invertible, p= 1. Entonces | = {i} y J = {j}. Por definicién, adj(A)’, = /Z\\I.j y
det (adj(A)}) = A/ = (-1)™** det(A])).

A no es invertible, p>2y r(A) < n—1. Todos los cofactores de A son cero y ambos lados de
la igualdad son cero.



000000000 e

Ano es invertible, p>2y r(A)=n-1.

Aadj(A) = 0nxn,
implica que la imagen de adj(A) esta contenida en el kernel de A, luego
r(adj(A)) <dim(ker(A)) =n-r(A) =1.

Dado que p > 2, todos los menores de adj(A) de orden p son igual a 0. [ |
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