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1. Introduccon

Sea n € N. El grupo de Heisenberg se define como el siguiente conjunto de matrices
(n+2) x (n+2):

1 o' ¢
H,:={M(abc)=|0, I, b|ecRC2. ¢ pecR™ ceR
0 0 1
En particular, para n = 1,
1 a c
H, = 01 b|:abceR
0 01

En general, se puede sustituir los ntimeros reales por cualquier anillo conmutativo con
identidad, cuando se usan los nimeros reales también se le suele llamar “el grupo de
Heisenberg continuo” y cuando se usan los niimeros enteros se le suele llamar “el grupo
de Heisenberg discreto”.

El grupo de Heisenberg que usa los nimeros reales aparece en sistemas cuanticos de
una dimension, en particular, en el uso del teorema de Stone-von Neumann, el cual da
una formulacién a la unicidad de las relaciones de conmutatividad candnica entre los
operadores de posicién y momento.

Un grupo de Lie, es un grupo el cual también puede ser estudiado como una variedad
diferenciable. Una variedad es un espacio el cual de manera local puede ser visto como
un espacio euclidiano R”, esto nos da una forma de ver un grupo diferente a la forma
abstracta donde se define una operacién donde todos los elementos tienen un elemento
inverso y existe una identidad bajo dicha operacién. Tomando estas dos ideas, uno puede
tener la idea de un grupo continuo, donde los puntos pueden ser multiplicados entre ellos
y se puede dar un inverso y se puede dar un origen de este espacio (la identidad del
grupo). Si ademds consideramos que la operacién entre elementos del grupo y la funcién
que invierte los elementos del grupo son diferenciables, entonces tenemos el concepto de
grupo de Lie.

Los grupos de Lie fueron estudiados en un principio como subgrupos del grupo de ma-
trices invertibles de tamano n x n, los cuales ahora son llamados los grupos clasicos ya que
se ha logrado extender el concepto de grupo de Lie mas alla de este primer acercamiento.
Estos grupos son llamados asi por el matematico noruego Sophus Lie (1842 —1899), el cual
formulo las bases para la teoria de transformaciones continuas de grupos. La motivacion
original de Lie para introducir los grupos de Lie fue el modelo de simetrias continuas de
las ecuaciones diferenciables, lo cual puede ser comparado con el uso de grupos finitos en
la teoria de Galois para modelar las simetrias discretas de ecuaciones algebraicas.
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Por otro lado, consideremos el siguiente conjunto en C"*1:
D’n = {Z - (21) <oy Rny Zn—i—l) € Cn+1: Im(zn-i-l) > |Zl|2 +o |ZTZ|2}

Este dominio se conoce como el dominio de Siegel (candnico) o el semiespacio superior
de Siegel.

El ejemplo mas sencillo de D,, es cuando n = 1 y resulta ser el semiplano superior de C.
El concepto general de un dominio de Siegel surge en conexién con la teoria de funciones
automorfas de varias variables complejas. Por tanto, este concepto se volvié central en la
teoria de dominios acotados homogéneos.

Resulta que el grupo de Heisenberg H ,, se puede identificar con la frontera del dominio
D,, y con cierto subgrupo de biholomorfismos del dominio D,, sobre si mismo.

El grupo de Heisenberg, el dominio de Siegel y relaciones entre ellos hacen papeles
importantes en la mecanica cuantica, en el andlisis complejo en varias variables, en la
teoria de grupos y algebras de Lie, en la teoria de representaciones y en la teoria de
operadores [1-8]. En el presente documento se explicardn algunas propiedades bésicas
de los objetos antes mencionados, primero se hard usando el caso especial con n = 1y
después el caso general.

2. El grupo de Heisenberg H,

Esta seccién tendra como objetivo probar que en efecto el grupo de Heisenberg es un
grupo con el producto de matrices usual, el cual no es conmutativo. Ademés de obtener
grupos isomorfos al mismo con los cuales sera mas natural trabajar las acciones del grupo
H,, sobre el conjunto de L*(R™).

2.1. Cason=1

Comenzaremos probando la siguiente proposicion:

Proposicién 1. El conjunto

Hy, =< M(a,b,c) = € R¥>?: a,b,ceR (1)

o O =
o =
— SO

es un subgrupo de GL3(R).

Demostracion. Es claro que I3 pertenece a este conjunto, basta tomar a = b = ¢ = 0. con
esto ademas se probd que H es distinto del vacio.

Sean ahora A, B € H, probemos que A es invertible y que AB, A~! € H;.

A es invertible puesto que det(A) =1 # 0.
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Expresemos A y B de la forma

1 a; as 1 by bs
A= 0 1 (05} y B = 0 1 bz
0 0 1 0 0 1

Es claro que

1 b1 + a b3 + a1b2 + as
AB=10 1 az + by
0 0 1
Por tanto, la matriz AB pertenece a H.

Ahora tomando a A como se expresd antes, se tiene que

1 —a; a1 — as
A7=10 1 —ay
0 O 1

lo cual también se encuentra en H;. Por lo tanto, H; es un grupo.

por H.

El grupo H; no es conmutativo. Tomamos, por ejemplo,

o

Y

1
A=10
0

S = O
—_
~<
Sy
Il

S O =

1 d
11
01

—_

se verifica que AB # BA, ya que

1 1 d+c¢
AB=1]0 1 2
00 1
1 1
0
0

Definicién 2. Dado un grupo GG, denotamos por cent(G) a su centro, es decir, al conjunto

de los elementos que conmutan con todos los elementos del grupo:

cent(G) :={ge G: VYheG gh=hg}.

Proposicién 3.

cent(H) =< Ae H, : A=

o O =
o = O
—_ O
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Demostracion. Denotemos por

1 0 a
A=SAeH, : A=|010 aeR
0 01
Si A € A, entonces existe ¢ € R tal que
1 0 ¢
A=101 0],
0 0 1

tomemos también B € H; como en (2). Después de hacer el producto el lector se puede
dar cuenta que se cumple que

1 bl bg +c
AB=10 1 b = BA.
0 0 1

Por tanto A C cent(H;).

Sea ahora A € cent(H ). Expresemos A como en (2). Como A € cent(H), entonces
AB = BA para toda B € H;.

Sea entonces B € H; tomando a B como en (2) se tiene que AB = BA, en forma de
matrices:

1 ay + b1 as + b3 + (Ilbz 1 b1 + ap b3 + as + b16L2
0 1 ag + bQ = 0 1 b2 + as
0 0 1 0 0 1

Lo cual ocurre si y solo si asb; = a1bs para todo by, be, b3 € R. Tomando by =0y by =1
tenemos que a; = 0, luego con b; = 0 se tiene que as = 0.

c.cent(Hy) = A.

2.2. Isomorfismo entre R® y H,

Definamos ahora la funcién g : R® — R3*3 de la siguiente manera

g((a, b, C)) =

o O O
o O 2
S SO

Es claro que g es inyectiva.
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Lema 4. Denotemos por by a la tmagen de g, entonces la funcion exponencial es una
biyeccion entre by y H 1.

Demostracion. Primero veamos que exp(h;) C H; Sea A € b, entonces

0 a c
A=10 0 b |, (3)
0 0O
para algunos a, b, c € R. Luego
0 a c 1 a c+ %ab
exp(A)=exp | 0 0 b |=]01 b € H,
0 00 0 0 1

La funcién exponencial es inyectiva, pues si A € b, entonces:

1 00
AeKerg <= exp(A)=[0 1 0
001

1 a c+ 3ab 1 00

— |01 b =1010

0 0 1 0 01

1
<— a=0, b:ch—|—§ab:O

< a=0,b=0yc=0

1 00
«— A=[01 0
0 01
Por lo tanto
1 00
Kerg = 010
0 01

Veamos que exp es suprayectiva, sea B € H .
Expresemos a B como en (2).

Entonces:
0 by b3 — %blbg
B=exp| 0 0 by
0 0 0
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Definamos la operacién e: R3 x R3 — R? como
1
(a,b,c) o (u,v,w) = (a+u,b+v,c+w— §(bu— av)).
Proposicién 5. (R?,e) es un grupo, donde su identidad es (0,0,0).
Demostracién. Sean (a,b,c), (u,v,w) y (x,y,2) € R® entonces:
[(a,b,c) ® (u,v,w)] @ (z,y,2)
1
= (a+u,b—|—v,c+w— 5(bu—av)> o (x,y,2)
1
= ([a—l—u] +z, b+ v +y, [c+w+2(bu—av)] + 2z — 5[(()—1—1})1;— (a+u)y]>
1 1
= (a+ w4+ x],b+ [v+yl,c+ {w—kz— §(vx—uy) b [(u+x)b— (v—l—y)a]])
1
= (a,b,c) ® (u+x,v+y,w—|—z— i(vm—uv))
= (a’ b7 C) b [(u7 U’ w) b (:L‘7 y? Z):I'

Por lo tanto e es asociativa.
Sea (a, b, c) € R?, entonces:

(a,b,¢) ® (0,0,0) = (a+0,b+0,c+0 — %(a0+b0)) — (a,bc).
Por lo tanto (0,0,0) es identidad de (R?,e). Adem4s se tiene que:
(a,b,c) ® (—a,—b, —c) = (a + [—a],b+ [-b], ¢+ [—c] — %[—ab + ab]) = (0,0,0).
Asf (a,b,¢)™' = (—a,—b,—c) € R,

Teorema 6. (R3 o) >~ H .

Demostracién. Veamos que exp og es un isomorfismo entre (R3) y H.

Por el lema 4 tenemos que la funcién exponencial es una funcion biyectiva de Im g a H,
y también sabemos que g es inyectiva, por lo tanto exp og es una biyeccion, entonces solo
bastara probar que es un homomorfismo.

Sean (a,b,c) y (x,y,2) € R3, entonces se tiene lo siguiente:
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(expog)[(a, b, c) & (x,y,2)] = exp(g((a, b, ¢) @ (2,4, 2)))
1
= exp(g((a+z,b+y,c4 2 — 5 (b — ay))))
0 a+z c+z—3(bx —ay)
=exp| 0 O b+y
0 O 0
a+z c+z—3(br—ay)+i(a+z)(b+y)
1 b+y
0 1

[ 1
0
| 0
(1 a+x z+c+i(zy+ab)+ay
=10 1 b+y
| 0
[ 1
0
| 0

= [exp(g(a, b, c))] exp(g(z,y, 2))
= (expog)(a,b,c)(expog)(z,y, 2).
(

Por lo tanto exp og es isomorfismo entre (R3 o) y H . O

2.3. Comprobacién de isomorfismo entre R* y H;

A continuacién se muestra un programa en sagemath el cual realiza comprobaciones
de este isomorfismo.

#Funcion que mapea R°3 a h_1
def g(z):
return Matrix (RDF,3 ;3 ,[[0,2z][0],2z[2]],[0,0,z[1]],[0,0,0]])

#0peracion de R"3

def R3(x,y):
return vector (RDF
[

#Funcion que prueba el isomorfismo
def ism(x,y):
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lhs = exp(g(R3(x,y)))

rhs = exp(g(x)) * exp(g(y))
return (lhs — rhs).norm()

#Funcion que prueba el isomorfismo
def test ():

u = random_vector (RDF,3)

v = random _vector (RDF,3)

print (ism(u,v))

test ()

2.4. Isomorfismo entre C x Ry H;

Ahora, sea G = C x R. Dotemos a este conjunto G' con la operacién 1 : (C x R) x
(C x R) — C x R definida como

((2,0), (w,)) > (2 +w,a+b— % Im (=)

Demostraremos que (G, 1) es un grupo y que ademads se cumple que (G, 1) = H;.
Proposicién 7. (G,t) es un grupo, en el cual su identidad es (0,0).

Demostracion. Veamos que t es asociativa. Sean (z,a), (u,b) y (v,c) € G, entonces

[(z,a) T (u,b)] T (v,¢) = (2 +u,a+b— %Im(zﬂ)) T (v,c¢)
= ((z+u)—|—v,a—|—b—%1m(2ﬂ)—|—c—%Im([quu]U))

1 1
= ((z+u)+v,a+b—§lm(2ﬂ)+c—§Im(26+u@))

— (4 u) +v,atbte— %Im(zﬂ) - %Im(z@) - %Im(uﬁ))
1 _ 1 _ 1 _
=(z+ (u+v),a+ (b+c— élm(uv)) — §Im(zu) b Im(zv))

= 2+ (o)t (b4 e 3 Im(ud) — 3 Im(=(a 7 D))

= (z,a)T(u—i—v,b—l—c—%Im(U@))
= (Za CL) T [(u7 b) T (U7 C)]
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Sea ahora (z,a) € G, entonces

(z,a)T(0,0):(z+O,a+O—%Im(z@)) (z,a+0) = (z,a).

Por lo tanto (0,0) es identidad en G, por otra parte

(2,a) t (=2, —a) = (z Ca—a- %Im(z(—f))) — (0,0).

Entonces para (z,a) € G denotaremos por (z,a)”" al elemento (—z, —a). O
Teorema 8. (G, 1) = H,

Demostracion. Probemos que (G, 1) = (R3] o).

Definamos la funcion v : R® — G por la regla (a,b,c) — (a + ib, c).

Por la definicién de « es claro que es inyectiva y suprayectiva, solo bastara probar que es
un homomorfismo.

Sean (a,b,c) y (x,y, z) elementos de R?, entonces

1((a,b.) o (2,,2)) = H((a+ w0 b -y, 2 — 3 (bw — ap))

([a + 2] + [b+ i, C+Z——(bx—ay>)
= (a+bi,c) T (z+yi,z2)

=7((a,b,0)) T7((2,y, 2)).

Por lo tanto (R?,e) = (G, 1), luego por el teorema 6 se tiene lo que se querfa. H

2.5. Comprobacion de isomorfismo entre C x R y H;

A continuaciéon se muestra un programa en sagemath el cual realiza comprobaciones
de este isomorfismo.

#0peracion de R"3
def R3(u,v):
ret = vector (RDF,3)
ret [0:1] = u[0:1] + v[0:1]
ret [2] = u[2] + v[2] — 0.5 % (u[l] % v[0] — u[0] % v[1])
return ret

#0peracion de CzR
def CR(x,y):
ret = vector (CDF,2)
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ret [0] = x[0] + y[O]

p = (x[0] * y[0].conjugate ()).imag()
ret [1] = x[1] + y[1] — 0.5 = d
return ret

#Mapeo entre CxR y R"3
def isrh(x):
return vector (RDF,3 ,[x[0].real(),x[0].imag(),x[1]])

#Funcion que devuelve si funciona el isomorfismo entre R°3 y CxR
def ism(z,w):
return (isrh (CR(z,w)) — R3(isrh(z),isrh(w))).norm()

#Funcion que prueba el isomorfismo entre CzR y R"3
def test ():
ent = random_vector (RDF,6)
z = vector (CDF,2 ,[ent [0] + ent[1l] % I, ent[2]])
w = vector (CDF,2 ,[ent [3] + ent[4] * I,ent[5]])
print (ism(z,w))

test ()

3. Caso general (n > 1)

En esta seccion a,, denotara al vector en R™ cuyas entradas sean solo el niimero a.
Ademas de que () denotard al producto interno usual de R™ o de C™ dependiendo el caso.

Proposiciéon 9. El conjunto

1 a' ¢
H,:={ M(abec)=|0, I, b| R0 ;R ceR (4)
0 0y 1

es un subgrupo de GLy2(R).

Demostracién. Es claro que I(,49) pertenece a este conjunto, basta tomar a = b = 0, y
¢ =0, con esto ademas se prob6 que H,, es distinto del vacio.
Sean ahora A, B € H,, probemos que A es invertible y que AB, A~' ¢ H,,.

A es invertible puesto que det(A) =1 # 0.

Expresemos A y B de la forma

1 a] a3 1 b by
A= On In a9 y B = On ]n b2 s (5)
0 OI 1 0 071— 1
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haciendo el producto tenemos que:

1 b +a] b3+ {(ay,b)+as
AB == On ]n a9 + b2
0 0y 1

Por lo tanto, la matriz AB pertenece a H,,.
Ahora tomando a A como se expresd antes, se tiene que

1 —a] (a1,as) —as
A_l = On ]n —a2
0 o 1
Lo cual también se encuentra en H,,. Por lo tanto H,, es un grupo. O

A H, se le llama el grupo de Heisenberg en R("+2%7+2) algunos autores lo designan

también por H.
El grupo H,, no conmutativo. Basta con tomar

1 0 ¢ 1 1] 4
A=10, I, 1, y B=10, I, 1,
0 0 1 0 0 1
Proposicién 10.
1 0 ¢
cent(H,)=<AeH, :A=1|0, I, 0, ceR
0 0, 1

Demostracion. Denotemos por

1 0! a
A= AeH, : A=1|0, I, 0, acR
0 0 1
Si A € A, entonces existe ¢ € R tal que
1 0 ¢
A=10, I, 0, |,
0 0 1

tomemos también B € H; como en (5). Después de hacer el producto el lector se puede
dar cuenta que se cumple que

1 b]— b3 +c
AB=10, I, by = BA.
0 o' 1
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Por tanto A C cent(H). Sea ahora A € cent(H,). Expresemos A como en 5. Como
A € cent(H,), entonces AB = BA para toda B € H,,.
Sea entonces B € H,, expresada como en (5), luego AB = BA, en forma de matrices:

1 alT—l—blT a3—|—b3—|— <(I1,b2> 1 bI—FCLI bg+a3+ <b1,a2>
On ]n a9 + bg = On ]n b2 + a9
0 0l 1 0 0] 1

Lo cual ocurre si y sélo si (b, as) = (aq, by) para todo by, by € R, en particular tomando
b, = 0, y haciendo variar a b; en todos los elementos de una base de R" se tiene que
a; = 0,,. Haciendo variar ahora a by en una base de R" se tiene que ay = 0,,, asi tenemos
que a; = as = 0,.

c.ocent(H,) = A.

3.1. Isomorfismo entre RV y H,

Definamos ahora la funcién A : R® x R® x R — R®+2x(+2) ¢omq

T

0 a &
h((a,b,¢)) = | Op Opxn b
o 0, O

Es claro que h es inyectiva.

Lema 11. Denotemos por b, a la imagen de h, entonces la funcion exponencial es una
biyeccion entre by, y H,,.

Demostracion. Primero veamos que exp(h,) C H, Sea A € b, entonces

0 a' ¢
A= O Onxn b )
0 05 o0
para algunos a,b € R" y ¢ € R. Luego
0 a' ¢ 1 a" c+3(ab)
exp(A) =exp | 0p Opxn b | = | 0, I, b cH,.
0 0 0 0 0 1

La funcién exponencial es inyectiva, pues si A € b,,, entonces
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I, 0
0y 1
1{a, b) 1 050
b =10, I, 0
1 0 0 1

1
— a=0, b:0y0—|—§<a,b>:0

— a=0,b=0yc=0

1 0
<— A=10, I,
0 OZ
Por lo tanto
1
Kerh = 0,
0

Veamos que exp es suprayectiva, sea B € H,,.

Expresemos a B como en (5).
Entonces

0 b
B=exp| 0, Ouxn
0 OTTL

0
0
1
0 0
I, 0
0! 1

Definamos la operacién e: R?* 1 x R2n+l s R2+L por:

(a,b,c) e (u,v,w) =(a+u,b+v,c+w— %((b,u) — (a,v))).

Proposicién 12. (R("*2) e) es un grupo, donde su identidad es (0,,0,,0).
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Demostracion. Sean (a, b, c), (u,v,w) y (z,y, z) € RO+2)
[(a7 b? C) i (u7 U7 w)] d (x7 y7 Z)

— (a+u,b+v,c+w—%(<b,u>—<a,v>)) *(7,y,2)

=l ool o a0 2(000) = o))+ 2 = 30+ 0,2 — (0]

1

— (ot al b ot gt [t 2= (00— () = gl 2.8)— (0.

2

= (a,b,c) e (u+az,v+y,w+z — %((v,x} — (u,v)))
= <a7bv C) e [(u,v,w) i (ma%z)]'

Por lo tanto e es asociativa.
Sea (a,b,c) € R*"™! entonces

(a,b,¢) ® (O, 00, 0) = (@ + O, b+ 0y, 40 — %(m, 0) + (b,0))) = (a,b, c).

Por lo tanto (0,,0,,0,) es identidad de (R?*"! o). Adem4s se tiene que:
1
(CL, b7 C) d (—CL, _bv _C) = <CL + [—CL], b+ [_b]’ c+ [_C] - §[<—CL, b> + <CL, b)]) = (Ona On, O)
Asi (a,b,¢)™! = (—a, —b, —c) para todo elemento (a, b, c) € R*"*1,
]
Teorema 13. (R*"! o)~ H,

Demostracion. Veamos que exp og es un isomorfismo entre R***! v H .

Por el lema 11 tenemos que la funcién exponencial es una funcién biyectiva de Imh a H,,
y también sabemos que h es inyectiva, por lo tanto exp oh es una biyeccion, entonces solo
bastara probar que es un homomorfismo.

Sean (a,b,c) y (x,y,z) € R**1 entonces:
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(expoh)[(a,b,c) e (z,y, 2)] = exp(h((a,b,c) ® (z,y, 2)))
= explh((ata,b+y,c+ 2 = S((0,2) = (6,9))))
0 a'+z" c+z—1((bz)—(ay))

=exp | 0p  Ouxn b+y
0 o 0
[ 1 a'+2" ctz—Li((ba)—(a,y) + Ha+z,b+y)
0 0 1
(1 a' +2" z+c+ 3({zy) + (a,b) + (a,y)
0 o 1
[ 1 o' ¢+ 3(a,b) 1 2" 24 3 (z,y)
=0, I, b U Y
[0 o 1 0 0 1
0 a' ¢ 0 2" =z
=exp | 0p Opxn O |exp| 0p Opun ¥
0 0 0 0 0, 0

= (exp(h(a, b, c)) exp(h(z,y, z))
= (expoh)(a,b,c) * (expoh)(z,y, 2).

Por lo tanto exp oh es isomorfismo entre (R***! o) y H,,. O

3.2. Comprobacién nimerica del isomorfismo entre RV y H,

A continuacion se pone un programa en sagemath el cual comprueba el isomorfismo
descrito en 13.

#Funcion que mapea R"(2n+1) a h-n
def h(z):
n=len(z) // 2
A = matrix (RDF,n + 2,n + 2)
A[O,n + 1] = z[2 * n]
A[0,1:n + 1] =z [0:n]
A[l:n + 1,n + 1] = z[n:2 * n]
return A

#O0peracion en R (2n+1)
def R2nl(x,y):
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n = len(x) // 2

ax = vector (RDF, n, x[0:n])

ay = vector (RDF, n, y[0:n])

bx = vector (RDF, n, x[n:2 % n])
by = vector (RDF, n, y[n:2 % n])

—_

ret = vector (RDF, 2xn+

ret [0:2 * n] = x[0:2 % n] + y[0:2 * n]
d = bx.dot_product (ay) — ax.dot_product (by)

ret[2 * n] = x[2 % n] + y[2 * n] — 0.5 % d
return ret

#Funcion que estima la distancia de las operaciones
def ism(u,v):

lhs = exp(isrh(R2nl(u,v)))

rhs = exp(isrh(u)) * exp(isrh(v))

return (lhs—rhs).norm()

#Dos elementos arbitrarios en R™(2n+1)
def test(n):

x = random_vector (RDF,2 % n + 1)

y = random_vector (RDF,2 % n + 1)

print (ism(x,y))

3.3. Isomorfismo entre C" xRy H,

Ahora, sea G = C" x R. Dotemos a este conjunto G con la operacién t: (C" x R) x
(C" x R) — C™ x R definida por la relacién:

((2,0), (w, b)) = (2 +w,a+b— %Im(z,u‘;)).

Demostremos que (G, T) es un grupo y que ademads se cumple que (G, 1) = H,,.
Proposicién 14. (G, ) es un grupo, en el cual su identidad es (0,,0).

Demostracion. Veamos que t es asociativa. Sean (z,a), (u,b) y (v,c) € G, entonces:
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[(z,a) T (u, )] T (v,¢) = (2 +u,a+b— %Im(z,@) T (v,¢)
= ((z~|—u)+v,a+b—%lm(z,u)+c—%Im(z+u,v>)
_ ((z+u)+v,a+b—%lm<z,ﬂ>+c—%Im((z,@—i—(u,m))
1 1

_ ((z+u)+v,a+b+c—%1m<z,u>_§Im<zv> — 5 Im{u, 7))

R I R %Im(u,@)) _ %Im(z,m _ %Im(z,@))
=(z+ Ww+v),a+ (b+c— %Imw,m) — %Im<z,u—+v>)
= (o)t (utv,b+ e~ 3 Im(u, )
= (z,a) T [(u, ) T (v, )]
Sea ahora (z,a) € G, entonces:
() (00,0) = (z 4+ 00 +0 — 2 Tm(2,0)) = (2,4 0) = (z,0)
Por 1o tanto (0, 0) es identidad en G, por otra parte
(2,a) t (=2, —a) = (s — z,a— a— %Im(z, _5)) = (0,,0).

Entonces para (z,a) € G denotaremos por (z,a)™" al elemento (—z, —a). ]
Teorema 15. (G,1) = H,,.

Demostracidn. Probemos que (G, 1) = (R*"*! e).

Definamos la funcion 7 : R***! — G por la regla (a, b, c) — (a + b, ¢).

Por la definicion de 7 es claro que es inyectiva y suprayectiva, solo bastara probar que
es un homomorfismo.

Sean (a,b,c) y (x,y,z) € R* "1 entonces:

(astnc) o (o) = (@204 ec+2 = 500~ 0))
= <[a+$] + b+ yli,c+ 2z — %Im<a+z’b,x—iy)>

= (a+1b,c) T (z + 1y, 2)
=1n((a,b,¢c)) T n((z,y,2)).

Por lo tanto (R*"*1 e) = (G, 1), luego por el teorema 13 se tiene lo que se querfa. [J
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3.4. Comprobacién niimerica del isomorfismo entre C" xRy H,

A continuacién se deja un programa el sagemath que realiza comprobaciones numericas
del isomorfismo probado anteriormente.

#Operacion en R"(2n+1)

def R2nl(x,y):
n = len(x) // 2
ax = vector (RDF, n, x[0:n
ay = vector (RDF, n, y[0:n
bx = vector (RDF, n, x[n:2
by = vector (RDF, n, y[n:2
ret = vector (RDF, 2 % n +

ret [0:2 % n] = x[0:2 % n] 4+ y[0:2 * n]
d = bx.dot_product( ay ) — ax.dot_product( by )

ret[2 * n] = x[2 % n] + y[2 * n] — 0.5 % d
return ret

#0Operacion en (C'n)zR

def CnR(z,w):
n = len(z) — 1
cz = vector (CDF,n,z[0:n])
cw = vector (CDF,n,w[0:n])

ret = vector (CDF,n+1)

ret [0:n] = z[0:n] + w[0:n]

d = cz.dot_product (cw.conjugate ())
ret [n] = z[n] + win] — 0.5 % d

return ret

#Funcion que mapea R 2n+1 a (C'n)zR
def isrh(x):
n = len(x) // 2
ret = vector (CDF,n+1)
ret [0:n] = x[0:n] + x[n:2%xn] * I
ret [n] = x[2%n]
return ret
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#Funcion que estima la distancia entre los elementos
def ism(u,v):

lhs = CnR(isrh(u),isrh(v))

rhs = isrh (R2nl(u,v))

return (lhs — rhs).norm()

def test(n):
z = random_vector (RDF,2 * n + 1)
w = random_vector (RDF, 2 % n + 1)

print (ism(z,w))

4. La representacion canoénica del grupo de Heisen-
berg en L*(R")

Definicién 16. Sea V un espacio vectorial, G un grupo de Lie y denotemos por GL (V')
al grupo de transformaciones lineales invertibles de V. Entonces una representacion de G
es un homomorfismo de grupos de Lie

: G — GL(V).

Lo cual, en otras palabras, podria pensarse como una accién lineal (dado que para
todo g € G se tiene un operador asociado II(g), el cual actua sobre V).

Definicién 17. Sea V un espacio vectorial con producto interno y G ungrupo de Lie,
una representacion II: G — GL(V) es unitaria si II(A) es un operador unitario en V' para

todo A € G.

Ahora daremos una accién de H,, sobre L?(R") la cual veremos que es una represen-
tacion unitaria.

Teorema 18. Sea h € R\ {0} a,b € R" y ¢ € R, la funcion Uy, definida como sigue es
una representacion unitaria del grupo H,, en el espacio L*(R"):

(Un(M(a,b,¢))¢)(x) = @24 (2 + ha).

Demostracién. Sea h € R\ {0}, a,b,u,v € R", w,c € Ry ¢, € L*(R"). Veamos que es
una accion, recordemos que la identidad en H,, es M(0,0,0), entonces se tiene que

(Un(M(0,0,0))1) (x) = COnTR0 g (1 + h0) = oh(x).
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Ademas tenemos que

(Un(M (a, b, c) M (u,v,w)))(x) = (Up(M(a + u, b+ v, ¢+ w+ {(a,v))))(x) =
ei((b+v,x)+h(c+w+(a,v))) 1/)(:E + h(a + u)) _ ei(<v,x+ha>)ei(hw) ei((b,hu>+hc) 77/)((?[7 + hu) + ha) _
Un(M (a, b, ¢))e! 24y (2) = (Up(M (a, b, ) (Un(M (u, 0, w)))9) ().

Por lo tanto Uj, es una representacién de H,, sobre L*(R™). Veamos que sea una repre-
sentacién unitaria, para esto probaremos que el operador U, (M (a,b,c)) es isométrico y
suprayectivo sin importar la elecciéon de h, a, b o c. Es isométrico pues

2

/kvmmuma@w»un%x - /mWMHMW@MMMF

Rn

[N

2

= | 166+ ha) s
R?’L

1
2

:-/qum
J

5. El dominio de Siegel D

5.1. Definicién del dominio de Siegel y su relacién con B,

Definicién 19. Sea n > 1.
Denotaremos por D,, al dominio de Siegel en C™ Por el siguiente conjunto:

n—1
j=1

Nos referiremos a la bola unitaria de C" por B,,. Definamos la funcién ¢: B, — C",

dada por:
<1 zZ2 Zn—1 .1_Zn
d(z) = :
(2) (1—|—zn’1—|—zn’ ’1+zn’21+zn)

Lema 20. ¢ es un biholomorfismo de B, a D,,.

pagina 21 de 26



Demostracion. Primeramente veamos que ®: B, — D,,.
Sea z € B,,, con z = (21, 22, 23, . . ., 2,) entonces:

1— n
O(z) = il , =2 ) ) — oy
142,142, 14+ 2,

Ademas se cumple que

n—1

Ziwylg 2

Definamos la funcién ®~': D,, — B,, como:

@-1:(22',““ i Z_w")
1+ wy, 1+ wy, 1+ Wy

Zj
1+ 2,

Probemos que en efecto, ®(D,,) C B,. Sea w = (wy, ws, ..., w,) € D,, entonces:
n—1
4|w;|? 1—-21 2
L e
I+ 2Imw, + |w,]? 14+ 2Imw, + |w,|

=1
o 4Imw, N 1 —2Imw, + |w,|* 1+ 2Imw, + |w,, |?
S 14 2Imw, + w14+ 2Imw, + w2 1+ 2Imw, + |w,|?

=1.

Se verifica que ® o ®! = &1 o & = Idcn, por lo tanto ® es una biyeccién, ademds de
que es holomorfa ya que cada una de sus funciones componente es holomorfa.

]

Ahora pondremos un programa que dado un punto en B, nos devuelve su imagen en
D,

#Creacion de vector aleatorio en B'n
def random_vector_unitball(n):
z = random_vector (CDF, n)
ret = z / norm(z)
ret = RDF.random_element (0, 1) % ret
return ret

#Definimos la funcion phi en C'n
def Phi(z):
n = len(z)
s = vector (CDF, n)
s[0 : n—1] = 2z[0 : n—1] /
S[n—l]:I*(l—z[ 1])

(1 + z[n—1])
/ (1 + z[n—1])
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return s

#Funcion que comprueba si un vector esta en Siegel
def is_Siegel(z):

n = len(z)

p = vector (CDF, n—1)

p[0:n—1] = z[0:n—1]

return z[n—1].imag() > (p.norm(2)) ~ 2

#Comprobacion de pertenencia a dominio de Siegel
def test_Phi(n):

w = random_vector_unitball (n)
t = is_Siegel (Phi(w))
print (t)

5.2. Nrcleo reproductor de A?

Denotaremos a dv a la medida normalizada de B,,, a do por la medida normalizada de
S, y adV por la medida usual de Lebesgue en C", sin normalizar. Primero mostraremos
lo siguiente.

Teorema 21. Las medidas v y o estdn relacionadas por la siguiente expresion.:

/f e /2nldr/frgda)

Demostracion. Escribamos a dV = dxidy, . ..dx,dy,, donde identificamos cada z; con
Tr+1y,. Similarmente, sea dS la medida sobre la superficie de S, sin normalizar. Entonces
el volumen Euclidiano del solido determinado por dS en S,,, r > 0, y r + dr, esta dado

por
s

AV = ——(V dr) —V(r).
SV i) = V)
Donde, para r > 0, V(r) es el volumen de la bola
21> 4+ 2P < r?
y S(r) es el area de la esfera

21+ 2P <

Usando el cambio de variables z, = rwy, 1 < k < n, tenemos:

V(r) = / 212+ 2P < rPdV(2) = vV (1),
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Se sigue entonces que

V(1)
5(1)
Omitiendo las potencias de dr con exponentes mayores a 1 tenemos que
V()
S(1)

dv = 2nr* Ydrdo.

dV = ((r + dr)®™ — r*")dS.

dV = onr®tdrdS

Definicién 22. Para a > —1 definimos la medidad de Lebesgue con peso como
dv, = co(1 — |2[H)*dv(2)

donde
F'n+a+1)
Co = ——F—=.
“ n!l'(a+1)

Es una constante la cual normaliza la medida de B,,.

Lema 23. Sea m = (mqy, ma,...,my,) € N* un multindice y « > —1, entonces
— !
/ ¢ Pda(() = Ao
~ (n—1+m)!
Y

T'(n+a+1)
Py (2) = < .
/|Z [“dva(2) Fin+|m|+a+1)

Demostracion. Identificaremos a C* como R?" usando la parte real e imaginaria de un
nimero complejo. Si el volumen Euclidiano de B,, es ¢,, entonces c¢,dv = dV. Ahora
evaluaremos la integral siguiente

]:/]zm]2e_|z|2d\/(z)
Cn

de dos maneras diferentes. Primero, por el teorema de Fubini tenemos que

n

—H/:c +y?) e (@*+4?) dxdy

k= 1
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Ahora identificando a C" con R™ x §,, donde se escribe z = r(, tenemos que

o0

I:2ncn/r2m+2"16T2dr/\gm|2da(g)
Sn

0

= (] + = 1) [ |6 (<)

Comparando estas dos expresiones tenemos que

m B m"m!
/’C o () = nen(m| +n — 1)1
Sn

Tomando entonces m = (0,...,0) tenemos que:
,n_n
Cp = —.

n!

Se sigue entonces que

/lC 2dor(¢) (n—l)'m'

T =1+ ml)"

Ahora, volviendo a identificar a C" con R x S,, donde se escribe z = r(, tenemos que
bBn

La expresion deseada se sigue de que

1
/,r,n—l—m—l(l . T)ad’f‘ _ F(n + ’m‘)r(@ + 1)
F(n+|m|+a+1

0
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