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© Repaso

© Comportamiento de combinaciones lineales de progresiones
geométricas

© Demostracién de la férmula de Szegd a partir de la férmula

de Widom

@ Ildea intuitiva de la demostraciéon de la férmula de Szegd a
partir de la formula de Trench

© Formula de Szegd en el lenguaje analitico
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Foérmula bialternante para polinomios de Schur
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Foérmula bialternante para polinomios de Schur

Ai+w—j51%
det [IL‘k] ]}
_ J,k=1
S)\<$17 7xw) w 0
det [:ck ]}
G k=1
Ejemplo:
A1+2 A1+2 A1+2
Ty ) T3
A2+1 A2+1 A2+1
Ty ) T3
A3 A3 A3
S( y(21, T2, 73) = & = =
A1,A2,A3 » 2y - 2 2 2
Ty Ty I3
|
0 0 0
Ty Ty I3
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Polinomios de Laurent

Una funcién a : T — C es un polinomio de Laurent, si se
puede escribir en la forma

p
at)= Y at/ teT.
Jj=—q
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Una funcién a : T — C es un polinomio de Laurent, si se
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p
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Supongamos a_, # 0y a, # 0, entonces
P

a(t) = Z a;t!

Jj=—q
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p
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Supongamos a_, # 0y a, # 0, entonces
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Polinomios de Laurent

Una funcién a : T — C es un polinomio de Laurent, si se
puede escribir en la forma

p
at)= Y at/ teT.
Jj=—q

Supongamos a_, # 0y a, # 0, entonces

p ] p+q ] p+q
a(t)= Y ait! =t79Y aj_gt! =apt " [](t - x;),
J=—q 3=0 j=1
donde z1,...,Tp4q son las raices de a.
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La matriz de Toeplitz de orden n asociada a un polinomio de
Laurent:
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La matriz de Toeplitz de orden n asociada a un polinomio de
Laurent:

Ejemplo:

a(t) = CL,Qt_Q + lelt_l +ag + a1t + a2t2 + a3t3,
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La matriz de Toeplitz de orden n asociada a un polinomio de
Laurent:

Ejemplo:

a(t) = a,Qt_Q + lelt_l +ag + a1t + a2t2 + a3t3,

Ts(a)

ao
al
az
as

a—1
ao
ai
a2
as

a_2
a_—1
ao
ai
az
az

0
a—3
a—1

ao
ai
a2

0
0
a—2
a—1
ao
ai

o O O

a—2
a—1

ap |
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Férmula de Trench (férmula bialterna

Det. de Toeplitz en términos de los polinomios de Schur

det T(a) = (=1)P"ay S(ne)(Z1,-- -, Tpiq)-

7/45



Repaso Comportamiento de g @ l(/'/' Widom — Szegd Trench — Szegd Lenguaje analitico
000080000 000 00000000 00000 0000000000000 00000

Férmula de Trench (férmula bialterna

Det. de Toeplitz en términos de los polinomios de Schur

det T(a) = (=1)P"ay S(ne)(Z1,-- -, Tpiq)-

Si escribimos el polinomio de Schur en su forma bialternante,
obtenemos la férmula de Trench:

{ n+p+q—j} ppta
L

Jk=1
[ q—j q,pFq
21|
j,k=1
det T, (a) = (~1)""aj T

i
dot [af 11’
Jik=1
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Ejemplo: p = 2=

n+3 n+3 n+3 n+3
Ty Lo T3 Ty
x?+2 x3+2 xg+2 xz+2
xp owy @y 4y
0 0 0 0
X X X X
_.n 1 2 3 4
det T, (a) = ay T3 3

I (& —a)

1<j<k<4
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Teorema de expansién de Laplace por un conjunto de renglones

Sea A€ M,(C),sear e {1,...,n} yseaJ C{l,...,n} tal que
# J = r. Entonces

det(A) = Y (1)U det(Af) det(A%).

Kg{177n}
#K=r
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Ejemplo

Pongamos n =4, r =2, J = {1,2}.

A1 A1p A1z Ay A1g A1p A1z Ay
Az Ass Ass Asy Asy Ago Az Az
Asz1 Azp Azz Azg |’ Asz1 Az Azz Azs |’
| Ag1 Asp [ Az Asg | | Ag1 [ Asgp Az | Asg |
[(Aiq A Avs Aig | [ Aiq A Ais Aig |
Agy Ao Az Agy Az Ago Az Az
Az Azs Azz Azs |’ A3y Azo Azz  Aza |’
| Agn  Asp Asz Agg | | Agq Asp Asz  Agg |
[ A1q Aip Ars Ara | [ A1q Aip Arg Ara |
Ag1 Asp Az3z Azy Az Asp Azz Azy
Azq1 Azo Azz Aszy |’ Az1 Azs Azz Asy
| Agq Asp [ Az Asg | | Agq Asgp Asz Agg |
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Formula de Widom

det(Tn(a)) = Y. Cuuwiy,

MC{1,...p+q}
|M|=p
con
Cy = H H —TK) ", wyr = ap(—1)P H xj.
JjEM ]EM JEM

keM

donde M = {1,2,...,p+ q}\M.
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Formula de Widom

det(Ty,(a)) = Z Cywhy,
MC{1,....p+q}
|M|=p

con

H H —x) 71, wyr = ap(—1)P H xj.
JjEM ]EM jeEM
keM
donde M = {1,2,...,p+ q}\M.

Una demostracién posible:
aplicar la expansion de Laplace a la férmula de Trench.
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© Comportamiento de combinaciones lineales de progresiones
geométricas
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Comportamiento de comb. lin. de

Lema

Sean dy,...,dy, v C1, .- ., Cy algunos numeros complejos.
Consideremos la sucesion (X)) ; definida mediante la regla

m
Xn = Z de?.
j=1

Supongamos que |di| > |d;| para j en {2,...,m} y que ¢; # 0.
Entonces
X, = cdi (1 4+ O(u™)),
donde
1

u= Wg%agﬁ‘dﬂ'
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Demostracién:

m m

A" = ey d? "
D oid) = cdi + 3 ¢;d;
= =2
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Demostracién:
m m m ci /d:\"™
Sty = x4 3 e = 143 ()
=1 =2 j=2 1\
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Demostracién:
m m m ci /d:\"™
Zde? = Cld?—FZde? = 01d711 1+Zi (J)
=1 =2 j= e \di

Por la hipétesis |dq| > |d;| para cada j € {2,...,m}. Luego

7]
dy

G (i
3223261 <d1> |C|z:| il
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Demostracién:
m m m ci /d:\"™
Zde? = Cld?—FZde? = 01d711 1+Zi (J)
=1 =2 j= e \di

Por la hipétesis |dq| > |d;| para cada j € {2,...,m}. Luego

7]
dy

. dy')
j;cl<d1 |C|Z|]|
Ya que

1

= mgg\djl-
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Demostracién:
m m m ci /d:\"™
Zde? = Cld?—FZde? = 01d711 1+Zi (J)
=1 =2 j= e \di

Por la hipétesis |dq| > |d;| para cada j € {2,...,m}. Luego

7]
d —|C|Z|CJ|

. dy')
j;cl<d1 |C|Z|C]|
Ya que

1

= mgg\djl-
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Demostracién:
m m m ci /d:\"™
Zde? = Cld?—FZde? = 01d711 1+Zi (J)
=1 =2 j= e \di

Por la hipétesis |dq| > |d;| para cada j € {2,...,m}. Luego

7]
d —|C|Z|CJ|

G (i
3223261 <d1> |C|z:|cj|

ya que
1

= mgg\djl-

Por lo tanto,
m n
Z ] (d]) = O(u").
= \di
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© Demostracién de la férmula de Szegd a partir de la férmula
de Widom
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Teorema fuerte de Szeg6

P

Sea a(t) = Z a;t’ un polinomio de Laurent con p + ¢ raices
Jj=—q

diferentes a pares, tales que

1] < wa| <. Sagl <1 <wgpa| <o < apagl-
Entonces existe u € (0,1) tal que

det Tp,(a) = G(a)™ E(a) (1 + O(u™)),

donde
ptq pt+q p+q ¢
G(a) = (-1)ay [] 25, = II = II II- _x-
j=q+1 j=q+1 ] Zgtti=1 ¥ l
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Ejemplo

pt+q p+q pt+q q
Gla) =ap(=1)" ] =, = 1« 1 11—,
Jj=q+1 Jj=q+1 j=q+1l1=1
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Ejemplo
pt+q p+q p+q q
Gla) = ap(=1)" [T =, =11 = 11 I —
Jj=q+1 Jj=q+1  j=q+1i=1 l

Supongamos que p = 2, ¢ = 1, entonces

3
G(a) = (—1)%az H Tj = G2T273,

=2
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Ejemplo
pt+q p+q p+q q
Gla) = ap(=1)" [T =, = 1« 1 11—,
Jj=q+1 Jj=q+1  j=q+1i=1

Supongamos que p = 2, ¢ = 1, entonces

3
G(a) = (—1)%az H Tj = G2T273,

=2

=TI =
@) =11% zj—a (g — @) (3 — 1)

j=2  j=21=1""
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Ejemplo
ptq ptgq ptqa g
G(a) = ap(— Il Ljs | I || ||
J=q+1 J=q+1 J =q+11=1

Supongamos que p = 2, ¢ = 1, entonces

3
G(a) = (—1)%az H Tj = G2T273,

=2

3 301
1 o3
o) =[] [T1I =
j=2 e T T M

(xg —z1)(23 —21)

El teorema de Szegé afirma que

det T, (a) = (G(a))"E(a)
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Ejemplo
ptq ptgq ptqa g
G(a) = ap(— Il Ty II ll lI —x
J=q+1 J=q+1 J =q+11=1

Supongamos que p = 2, ¢ = 1, entonces

3
G(a) = (—1)%az H Tj = G2T273,

=2

3 301
1 o3
o) =[] [T1I =
j=2 e T T M

(xg —z1)(23 —21)

El teorema de Szegé afirma que

n+1 _n+1
Lo X3

det T, (a) = (G(a))"E(a) = a 5‘(

xo —x1) (23 — 1)

17/45



Repaso Comportamiento de cj r];L Widom — Szegd Trench — Szegd Lenguaje analitico
000000000 000 00000000 00000 0000000000000 00000

war = ap(=1) ] =,
JEM

la variable M debe cumplir que M C{1,...,p+q} y |[M|=p.
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Widom — Szego

1
Cu=]1laf 1] -—  wnw=a1"]] o
jeM = jem TiT Tk jeM
keM

la variable M debe cumplir que M C{1,...,p+q} y |[M|=p.

Ejemplo: p=2y q=1.
La variable M recorre los conjuntos {1,2}, {1, 3},{2,3}.
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Widom — Szego

1
Cu=]1laf 1] -—  wnw=a1"]] o
jeM = jem TiT Tk jeM
keM

la variable M debe cumplir que M C{1,...,p+q} y |[M|=p.

Ejemplo: p=2y q=1.

La variable M recorre los conjuntos {1,2}, {1, 3},{2,3}.
1T

x1 — x3) (22 — 73)’

W{1,2} = A221T2,

Choy = (
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Widom — Szego

1
Cu=]1laf 1] -—  wnw=a1"]] o
jeM = jem TiT Tk jeM
keM

la variable M debe cumplir que M C{1,...,p+q} y |[M|=p.

Ejemplo: p=2y q=1.
La variable M recorre los conjuntos {1,2}, {1, 3},{2,3}.

1T
Cly = o2 ; w(1 9} = A2T1T2,
’ (71 — 23) (72 — 23) ’
1T
Cugzy = S ; w(1 3} = a2T1T3,
(21— o) (w3 — 32) ’
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Widom — Szego

1
Cu=]1laf 1] -—  wnw=a1"]] o
jeM = jem TiT Tk jeM
keM

la variable M debe cumplir que M C{1,...,p+q} y |[M|=p.

Ejemplo: p=2y q=1.
La variable M recorre los conjuntos {1,2}, {1, 3},{2,3}.

Cly = d ; w(1 9} = A2T1T2,
’ (71 — 23) (72 — 23) ’

Cugzy = e ; w(1 3} = a2T1T3,
(21— o) (w3 — 32) ’

Ca3) = T ; Wy 3} = A2T2T3.
’ (w2 — 1) (23 — 1) '
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n+1 n+1

PTG —
detTnla) = af ((ffl —ag)(wz —23) (21— 22)(23 — 22)
(1,2x3)n+1 )

" (z2 —z1)(23 — 71)
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n+1 n+1

PTG —
detTnla) = af ((ffl —ag)(wz —23) (21— 22)(23 — 22)
(1,2x3)n+1 )

" (z2 —z1)(23 — 71)

Las normas de las raices estan ordenadas de la siguiente maneras:

lz1| <1 < |z2| < |x3].
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)n+l )n—i—l

[ o o1z
det T (a) = a3 ((:m —x3)(z2 —x3) (21 — 22) (23 — 22)

(zox3)™ T

T @ — o) —m)‘

Las normas de las raices estan ordenadas de la siguiente maneras:

lz1| <1 < |z2| < |x3].

Cuando n es grande, de estos tres sumandos el més grande (en
el sentido absoluto) es el tercero, y obtenemos la férmula
asintotica

($2m3)n+1

(22 —1)(23 — 21)

det T, (a) =~ ay
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Demostracién del teorema de Szego

Por hipdtesis, tenemos que

pta
a(t) = apt™? H(t —xj), teT,
j=1

tal que

|z1] < oo < ... <ag| <1< zgs1] < .00 < 2pqgl-

20/ 45
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Demostracién del teorema de Szego

Por hipdtesis, tenemos que
ptq
a(t) = apt™? H(t —xj), teT,
j=1

tal que
|z1] < oo < ... <ag| <1< zgs1] < .00 < 2pqgl-
Sean

X
- |q| ’ MOZ{Q+1;>29+CI}
|Tg+1]

20/ 45
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Supongamos que M # My,

M ={ji,j2,---.dp} €{1,2,...,p+¢q}, talque ji <...<Jp.
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Supongamos que M # My,
M ={ji,j2,---.dp} €{1,2,...,p+¢q}, talque ji <...<Jp.
Si j1 = q+ 1, entonces M = My, esto implica que

Jj1<q+1, esdecir, j1<gq.

21 /45
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Supongamos que M # My,
M ={ji,j2,---.dp} €{1,2,...,p+¢q}, talque ji <...<Jp.
Si j1 = q+ 1, entonces M = My, esto implica que

Jj1<q+1, esdecir, j1<gq.

Entonces
jwa | [zjllegs]- -z, |
W, | ‘$q+1|’xq+2‘ e ‘xp+q|
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Supongamos que M # My,
M ={ji,j2,---.dp} €{1,2,...,p+¢q}, talque ji <...<Jp.
Si j1 = q+ 1, entonces M = My, esto implica que

Jj1<q+1, esdecir, j1<gq.

Entonces
’wM‘ _ ’xﬁHmh’ ce ’mjp’ ‘lef
W, | ‘$q+1|’xq+2‘ e ‘xp+q| N ‘xq+1|
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Supongamos que M # My,
M ={ji,j2,---.dp} €{1,2,...,p+¢q}, talque ji <...<Jp.
Si j1 = q+ 1, entonces M = My, esto implica que

Jj1<q+1, esdecir, j1<gq.

Entonces
lwn | zg |-, | |24 | |24]
W, | ‘$q+1|’xq+2“--‘xp+q| N ‘xq+1| N |xq+1|
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Supongamos que M # My,
M ={ji,j2,---.dp} €{1,2,...,p+¢q}, talque ji <...<Jp.
Si j1 = q+ 1, entonces M = My, esto implica que

Jj1<q+1, esdecir, j1<gq.

Entonces
Y R LA A R A R
W, | ‘$q+1|’xq+2“--‘xp+q| N ‘xq+1| N |xq+1|
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Por Widom y por el resultado del comportamiento de
combinaciones lineales de progresiones geométricas,

det T, (a) = Z Cywyy = wiy, Carp (14 O(u™)).
M
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Por Widom y por el resultado del comportamiento de
combinaciones lineales de progresiones geométricas,

det T, (a) = Z Cywyy = wiy, Carp (14 O(u™)).
M

Ademaés,

wty = ap(=1)P T 2,
Jj€Mp

CMO = H 1‘3 H (a:j—mk)_l.

JjeMo  jeMo
ke My

22/45
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Plan

@ Ildea intuitiva de la demostraciéon de la férmula de Szegd a
partir de la formula de Trench
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Trench — Szego: ejemplo pentadiagonal

Explicamos la idea para p = 2, ¢ = 2.

x?+3 xg+3 xg+3 xz+3
d tj’( )—_ ag x?+2 xg+2 xg+2 x2+2
etT,(a) =
H (33']' _ Z'k) gl o xs3 T4
1<j<k<4 1 1 1 1
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Trench — Szego: ejemplo pentadiagonal

Explicamos la idea para p = 2, ¢ = 2.

x?+3 x3+3 xg+3 xz+3
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Trench — Szego: ejemplo pentadiagonal

Explicamos la idea para p = 2, ¢ = 2.

n+3 n—+3 n—+3 n+3
x1+2 x2+2 a:3+2 ;1:4+2
n mn mn mn n
det Ty (a) = ) Zy ) Z3 Ty
etT,(a) =
M G- o1 o @ o
1<j<k<4 1 1 1 1
0 0 $g+3 $Z+3
n+2 n+2
H (xj—ap) | z1 22| z3 Ty
1<j<k<4 1 1 1 1
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Trench — Szego: ejemplo pentadiagonal

Explicamos la idea para p = 2, ¢ = 2.

n—+3 n—+3 n—+3 n+3
x1+2 x2+2 x3+2 x4+2
n mn mn mn n
det Ty (a) = ) Zy ) Z3 Ty
etTh(a) =
TR R
1<j<k<4 1 1 1 1
n+3 n+3
0 0 a:3+2 $4+2
n n
I @—a)| 20 x| 25 a4
1<j<k<4 1 1 1 1
B ay 1 To x§+3 xT”?’
n—+2 n—+2
TR | K
1<j<k<4
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000000000 000 00000000 00800 0000000000000 00000 |
al xy wo || afTE oyt
o 1 1 n+2 n+2
I (x5 =) T3 Ty
1<j<k<4
ag +2
n
= (z1 — m2) - (2324)" 7" - (23 — 24)
I[I G-
1<j<k<d
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al xy wo || afTE oyt
n+2 n+2
H (.Tj — xk) 1 1 L3 Ly
1<j<k<4
n
_ as n+2
= (z1 — m2) - (2324)" 7" - (23 — 24)
T (==
1<j<k<4
n+2 _n+2
— " ot B

(21— 23)(v1 — 24) (22 — 23) (T2 — 74)
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ench — Szego: Idea intuitiva

X
k jk=1
[ a—7 q,pFq
! ]
k=1
det Ty (a) = (—1)""a} T

o
det |::E£ a J} A
J,k=1
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Trench — Szeg6: Idea intuitiva

[agroe-i] 7

X
k jk=1
[ a—7 q,pFq
! ]
k=1
det Ty (a) = (—1)""a} T

0
det |::E£ K } A
J,k=1
Separemos por bloques la matriz del numerador y recordemos que

lz1] < o] <. Szl <1< zgya] oot S Tpgl-
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Trench — Szego: Idea intuitiva

X
det T, (a) = (—1)"a” F k=L
det |: p+q— J:|p d

{ a— J] q,p+q

J,k=1

Separemos por bloques la matriz del numerador y recordemos que

lz1] < o] <. Szl <1< zgya] oot S Tpgl-

[ n+p+q— J]pq [ ntptq— er
Fik=1 atk Jk=1
T TP
47, o]
7,k=1 q 7,k=1
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Trench — Szego: Idea intuitiva

X
det T, (a) = (—1)"a” F k=L
det |: p+q— J:|p d

{ a— J] q,p+q

J,k=1

Separemos por bloques la matriz del numerador y recordemos que

lz1] < o] <. Szl <1< zgya] oot S Tpgl-

[ n+p+q— J]pq [ n+p+q— er 0 [ n+p+q—1r’p
=1 atk k=1 atk Jk=1
[xq J} T [;L‘q j}qw {xq_qq,q { q_]}q,p
L Py T =1 B k=1 TR k=1
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9,9 p,p
q+k }

p+q

det [xzfj ]

p

dot [art7te-d
1

Jok= Jk=1

det [l‘erqu }

det T, (a) = (—=1)P"a

jk=1
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I I

_ a4
det [a:Z ]] '
n J.k=

det [:Efrq*j }

n+q+p—j
) det [.% -tk

p+q
J,k=1

:|p7p
jk=1

det Ty, (a) ~ (—1)""a,
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det [a:q_j ]q ! det [m"+q+p —J :|p,p
det Ty(a) ~ (—1)7"a” P djk=1 otk i

p ptaq
pFHq—]
det [:zk } ‘
7,k=1
_ 1949 _1DP
p+aq det |21/ det 2P/
k P e qt+k| .,
— pn_n n+q 7,k=1 g k=1
=(=1) ap z;
j ’ pra—5]PH
J=q+1 det [azk }
Jik=1
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det [a:q_j ]M det [x"+q+p —J }MJ
det Ty, (a) ~ (—=1)P"al P k=t atk jk=1

g det[ pta— J}erq
Ji:k=1
_ 194 p.p
p+aq det [xz j} det{ P ﬂ
- Totk| .,
B P J pq—j p+q
Jj=q+1 det [ }
k=1
Pty "/ optag ptq q
_ P )
(e o) (T T
j=a+l =gt jeqitiml
Gla) E(a)
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Plan

© Formula de Szegé en el lenguaje analitico
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Lenguaje analitico
0000000000000 00000

Definicién (el indice o el nimero de vueltas de una funcién)

Sea f € Corper(R,C\{0}).

. . 9@2m) —9(0)
wind(f) = o

donde g es algtin logaritmo continuo de f, es decir,

g € C(R,C), f = exp(g).
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wind(f) =
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wind(f) = 1.
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wind(f) =
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wind(f) = 2.
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0000000000000 00000

Proposicion

Sea f € Corper(R,C\{0}) tal que f(R) C 1+ D. Entonces

wind(f) = 0.
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Lenguaje analitico

0000800000000 00000
I

Proposicion

Sea f € Corper(R,C\{0}) tal que f(R) C 1+ D. Entonces

wind(f) = 0.

Idea de demostracién. Ya que f toma valores en 1+ I, construimos
su logaritmo continuo mediante la serie de Mercator:

g(x) =log, (f(z))
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Proposicion

Sea f € Corper(R,C\{0}) tal que f(R) C 1+ D. Entonces

wind(f) = 0.

Idea de demostracién. Ya que f toma valores en 1+ I, construimos
su logaritmo continuo mediante la serie de Mercator:

g(z) = log, (f Z d-/

n=1
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Lenguaje analitico

0000800000000 00000
I

Proposicion

Sea f € Corper(R,C\{0}) tal que f(R) C 1+ D. Entonces

wind(f) = 0.

Idea de demostracién. Ya que f toma valores en 1+ I, construimos
su logaritmo continuo mediante la serie de Mercator:

g(z) = log, (f Z d-/

n=1

Como f(2m) = f(0), se tiene que g(2m) = g(0).
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wind(f) = 0.
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Sean fi, fo € Corper(R,C\{0}). Entonces

Wind(flfg) = Wlnd(fl) aF Wlnd(fg)
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Sean fi, fo € Corper(R,C\{0}). Entonces

Wind(flfg) = Wlnd(fl) aF Wlnd(fg)

Idea de la demostracién.
Encontramos g1 vy g2, tal que

exp(g1) = fi1, exp(g2) = fa.
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Lenguaje analitico

0O00000®00000000000
I

Sean fi, fo € Corper(R,C\{0}). Entonces

Wind(flfg) = Wlnd(fl) aF Wlnd(fg)

Idea de la demostracién.
Encontramos g1 vy g2, tal que

exp(g1) = fi1, exp(g2) = fa.

Entonces g1 + g2 es un logaritmo continuo de fi fo:

fifz = exp(g1 + g2).
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: :

Dada una funcién a € C(T,C\{0}), definimos wind(a) como
wind(a) = wind(g),
donde g : [0,27] — C\{0},

g(z) = a(e™).
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Dada una funcién a € C(T,C\{0}), definimos wind(a) como
wind(a) = wind(g),
donde g : [0,27] — C\{0},

g(z) = a(e™).

Sea f € C(T,C\{0}) tal que f(T) C 1 + D. Entonces wind(f) = 0.
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Dada una funcién a € C(T,C\{0}), definimos wind(a) como
wind(a) = wind(g),
donde g : [0,27] — C\{0},

g(z) = a(e™).

Sea f € C(T,C\{0}) tal que f(T) C 1+ D. Entonces wind(f) = 0.

Sean f1, f2 € C(T,C\{0}). Entonces

wind( f1 f2) = wind(f1) + wind(f2).
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Sea p € Z. Definimos x, : T — C

Xp(t) =t?,  teT.

Entonces wind(x,) = p.
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Sea p € Z. Definimos x, : T — C

Xp(t) =t?,  teT.

Entonces wind(x,) = p.

Demostracion:

Xp(em) = exp(g(z)), g(x) = pix.

g(2m) —g(0)  2mi-p
: = — =D
271 271

wind(x,) =
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Sea ¢ € C\{0}, definamos f : T — C\{0} como

ft) =c, teT,

entonces wind(f) = 0.
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0000000008000 00000
I

Sea ¢ € C\{0}, definamos f : T — C\{0} como

ft) =c, teT,

entonces wind(f) = 0.

En efecto, como g(z) sirve cualquier constante c¢; tal que
— pC1
c=el.
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Proposiciéon

Sea a un polinomio de Laurent

P
alt) =Y a;t’, teT,
J=—q
con 0 ¢ a(T). Entonces

wind(a) =7 — ¢,

donde 7 es el nimero de raices de a dentro de T.
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Lenguaje analitico
000000000 0@0000000

Proposiciéon

Sea a un polinomio de Laurent

P
alt) =Y a;t’, teT,
J=—q
con 0 ¢ a(T). Entonces

wind(a) =7 — ¢,

donde 7 es el nimero de raices de a dentro de T.

Corolario
wind(a) = 0 si, y solo si, a tiene ¢ raices dentro y p raices fuera
de T.
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Demostracién: Supongamos 7 el nimero de raices dentro y s el
numero de raices fuera de la circunferencia unitaria:

lz1| < zo| <.oilze] <1 <|zpg1] < oot < |Tsgrr].
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: :

Demostracién: Supongamos 7 el nimero de raices dentro y s el
numero de raices fuera de la circunferencia unitaria:

lz1| < zo| <.oilze] <1 <|zpg1] < oot < |Tsgrr].

Podemos escribir al polinomio a de la siguiente manera:

p

a(t) = Z a;t!

—
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Demostracién: Supongamos 7 el nimero de raices dentro y s el
numero de raices fuera de la circunferencia unitaria:

lz1| < zo| <.oilze] <1 <|zpg1] < oot < |Tsgrr].

Podemos escribir al polinomio a de la siguiente manera:

p ) r S+r
a(t) = Z ajtj = aptiq H(t — a;j) H (t — 13k) .
j=—q 7=1 k=r+1
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000000000 000 00000000 00000 000000000000 e00000 |
T s+r
a(t) = apt™ H(t — xj) H (t — x)
j=1 k=r+1
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T s+r
a(t) = apt™? H(t — xj) H (t — x)
7=1 k=r+1
s+r r e s+r t
_ s r— J
k=r+1 j=1 k=r+1
€1+D €1+D

eC\{o}
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T s+r
a(t) = apt™? H(t — xj) H (t — x)
7=1 k=r+1
s+r r e s+r t
_ s r— J
k=r+1 j=1 k=r+1
€1+D €1+D

eC\{o}

Entonces
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T s+r
a(t) = apt™? H(t — xj) H (t — x)
7=1 k=r+1
s+r r e s+r t
_ s r— J
k=r+1 j=1 k=r+1
€1+D €1+D

eC\{o}

Entonces

En particular,
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| 000000000 000 00000000 00000 000000000000 e00000 |
T s+r
a(t) = apt™? H(t — xj) H (t — x)
j=1 k=r+1
s+r T e s+r t
_ S r—q J
—ra [ o e TI(-2) 1T (1-4).
k=r+1 j=1 k=r+1 k
1+D 1+D
cC\{0} cl+ cl+
Entonces

wind(a) =7 — q.
En particular,
wind(a) =0 <= r=q.
Otra forma equivalente de la tltima condicion:

21| < wo| <. Szl <1 <zgga]| .ot < apagl-
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nes G y FE via log(a)

Sea a un polinomio de Laurent, tal que

0 ¢ a(T) y wind(a) = 0.
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nes G y FE via log(a)

Sea a un polinomio de Laurent, tal que
0 ¢ a(T) y wind(a) = 0.

Por lo visto antes, a tiene ¢ raices dentro de T
9 )
y podemos ordenar sus raices de la siguiente formas:

1| <lwo| <. S agl <1 <zgpa| <o < apagl-
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Funciones G' y E via log(a)

Sea a un polinomio de Laurent, tal que

0 ¢ a(T) y wind(a) = 0.

Por lo visto antes, a tiene ¢ raices dentro de T
9 )
y podemos ordenar sus raices de la siguiente formas:

1| <lwo| <. S agl <1 <zgpa| <o < apagl-

Por lo tanto,

a(t) = (— papzﬁ]x]]__[< .>Zﬁ] 1—i

. €T,
Jj=q+1 j=1 j=q+1 J
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h(t) = log(a(t))
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ptq q N ' ¢
h(t) = log(a(t)) = log [ (~1)Pa, ] xjH( —TJ) IT(1-—
j=q+1  j=1 j=q+1 J
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> n+1
log; (1 + ) Z x".

ptaq p+aq ‘
h(t) =log(a(t)) =log | (—1)Pa, H x; H ( ) H (1 - Z‘J)

j=q+1  j=1 Jj=q+1

p+a p+a
= log Pap H x| + ZIO& ( J) Z log, <1 — )

Jj=gq+1 Jj=q+1
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> n+1
log; (1 + ) Z

ptaq p+aq ‘
h(t) =log(a(t)) =log | (—1)Pa, H x; H ( ) H (1 - Z‘J)

j=q+1 j=1 Jj=q+1
p+q q pt+q
=log | (=1)Pa, H zj —|—§:log1 (1 J) Z log, <1—)
Jj=q+1 j=1 j=q+1
p+q oo q oo ptq
—og (v T o )+ 33430 S -
Jj=q+1 k=1j=1 k=1j=q+1
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> n+1
log; (1 + ) Z

ptaq p+aq ‘
h(t) =log(a(t)) =log | (—1)Pa, H x; H ( ) H (1 - xj)

j=gq¢+1  j=1 j=q+1
pt+q q 2 p+q "
=log | (=1)Pa, H Zj —|—§:log1 (1 — %) + Z log, (1 — )
Jj=q+1 j=1 j=q+1 Lj
p+q oo g s oo ptq i
_ . _ _
S ST | T B ) D I i e
j=q+1 k=1j=1 k=1j=q+1 j
ptq © 14 L1 © pt+q 1,
=log | (=D%ay [T @y | +3 -3 afm+> -1 2 =t"
Jj=q+1 k=1 j=1 k=1 j=q+1 7
ho h_ hy
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exp(hg)
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p+q

exp(ho) = (=1)%ap ]

Jj=q+1
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i
p+q
_ P _
exp(hg) = (—=1)Pa, H zj = G(a),
Jj=q+1
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i
p+q
_ P _
exp(hg) = (—=1)Pa, H zj = G(a),
Jj=q+1

exp [ Y ki hoi
k=1
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p+q
exp(ho) = (=1)%a, [] #; = Gl(a),
Jj=q+1
o0 0 p+q q
ex khyh =ex - L Y
p kN—k p A ok A l
k=1 k=1 j=q+1 77 =1
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G(a) es la media geométrica de a

Denotamos por h algin logaritmo continuo de a.
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G(a) es la media geométrica de a

Denotamos por h algin logaritmo continuo de a.

Su 0-ésimo coeficiente de Fourier es

1 27 i
ho = o Jo h(e'™) dz.
Luego
1 2 .
G(a) = exp(hy) = exp (— h(e™) de‘) .
21 Jo

Esta expresién se conoce como la media geométrica de la
funcién a.
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Lenguaje analitico
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Teorema fuerte de Szeg6 en términos analiticos

Sea a un polinomio de Laurent tal que a tiene p + g raices
diferentes, con

0¢a(T) y wind(a)=0.

Sea h un logaritmo continuo de a y sean hy los coeficientes de
Fourier de h. Pongamos

G(a) = exp(hy), E(a) = exp (i khkhk> .

k=1

Entonces existe un u € (0, 1) tal que

det Ty, (a) = (G(a))"E(a)(1 4+ O(u")), cuando n — oo.
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