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Definicién de proceso autorregresivo de orden p

El proceso autorregresivo de orden p se define por:

p
- agXn_k+W, n=0,1,2,...
Xn = k=1

0 n < 0.

Donde la sucesion (W),)nen, de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (iid) es un proceso de ruido blanco con las siguientes propiedades:

» Para toda n € Ny, E[W,] = 0.
» Para toda n € Ny, Var[WW,] = 0.
» Para toda n # k, Cov[W,, W] = 0.

Propiedades de (X,,),en,
Lema 1. Para cadan € Ny y k < n, E[X;] = 0.

Demostracion. La demostracion se hace por induccién sobre n. Para n = 0, tenemos:

Supongamos que es cierto para n, esto es, para cada k < n se tiene que E[X}] = 0. Por
demostrar que es cierto para X, .

- i aE[X 1] + E[W,]

k=1

p
- Z aanfk + Wn

k=1

p
= =) a-0+0=0.
k=1

E[X,;1] = E

Lema 2. Para cadan € N y m <n, E[X,,W,] =0.



Demostracion. La demostracion se hace por inducciéon sobre n. Para n = 1 se tiene:
E[X()Wl] — ]E[W()Wl] — 0

Supongamos que es cierto que dado n € N, E[X,,,IV,,] = 0 para cada m < n. Por demostrar
que para cada m < n + 1, E[X,,W, 1] = 0. Tenemos que:

p
(- Z apXpm—i + Wm+1) Wn+1]

k=1

E[X W] = E

p
= - Z apE [Xm—kWn-i—l] + E[Wm+1Wn+1]a

k=1

es claro que m — k < n + 1, por lo tanto, para cada k € {1,2,...,p}, E[X,,_xW,11] = 0,
ademés m < n por lo que E[W,,,1W,,11] = 0 y asi se obtiene lo que queriamos demostrar,

E[X,,W,:1] =0 paracada m <n+ 1.

Lema 3. Para cada n € Ny, E[X,W,] = 0.

Demostracion. La demostracion se hace por induccion sobre n. Para n = 0 se tiene:
E[XOWO] = E[W()WO] = Var[Wo] =0.

Supongamos que es valido para n, es decir, supongamos que E[X,W,]| = o. Para n + 1 se
tiene:

E[Xn+1Wn+l] = E

p
<— Z apXn—i + Wn+1> Wn+1]

k=1

p
= =) aB[X W] + E[W, i W],

k=1

Por el lema anterior sabemos que E[X;W,| = 0 para cada k < n, por lo tanto, para cada
ke{l,2,...,p}, E[X,_xW,11] =0, de aqui se sigue que:

]E[Xn-i-an-‘rl] =0+ E[Wn+1Wn+1] - Var[Wn+1] -0

Ecuaciones de Yule-Walker para el proceso AR(3)

El proceso autorregresivo de orden 3, estd dado por:

—1 Xpo1 — Xy o —a3 X, 3+ W, n=0,1,2,...
X, =
0 n < 0.



La covarianza de orden j, es:
7 = E[(Xn — E[X0])(Xo—j — E[X0j])]-

Puesto que para cada n € Ny, E[X,,] = 0, tenemos que, v, = E[X,,X,,_;]. Aplicando la
definicion del proceso autorregresivo de orden 3 se obtiene:

v = El(—a1Xno1 —ae X0 —as X5 + W,) X, ]
= —&1E[Xn,1Xn,j] — GQE[anzXn,j] — agE[anan,j] + E[Wan,j]
= —aEXp 1 Xmo1)—g-1)] — @E[Xn 2 X0)—(j—2)] — asE[Xn_3Xm-_3)—(j_3)] + 0

= —a17j-1 — a27j—2 — az?v;j-3,

donde j = 1,2, 3 por ser una proceso autorregresivo de orden 3. Puesto que la covarianza es
simétrica, tendremos que v = y_.
Ahora calculemos la covarianza de orden cero 7y (equivalentemente la varianza).

Yo = E[(—a1Xn1 — aeXpo — as X3+ W,)X,]
= —E[X,1X,] — E[X,_2X,]| — asE[X,_3X,] + E[W,X,]
= —01Y-1 — A2Y-2 — A3Y-3 + O

= —a171 — QY2 —azY3+ 0

Las ecuaciones
V= —a17j-1 — Q27j-2 — a37;-3

para j = 1,2, 3, o equivalentemente

Y1 = —Qai1% — a271 — as’a,
Y2 = —Qai1v1 — ax% — as7, (1)
Y3 = —ai1%2 — Q271 — azo-

junto con la ecuaciéon
Yo = —a171 — G272 — a3Y3 + O

son las ecuaciones de Yule-Walker para el proceso autorregresivo de orden 3. En forma
matricial el sistema (1), se puede escribir como sigue:

Yo Y1 Y2 —ay a!
71 Y% N —Qa | = |72
T2 1 Yo —as V3

Para encontrar los pardmetros del proceso basta resolver el sistema de ecuaciones anterior.

En general, las ecuaciones de Yule-Walker para un proceso autorregresivo de orden p estan

dadas por:
p

V= Z akKYj—k (2)

k=1

3



paraj =1,2,...

En forma matricial (2) el sistema se escribe como:
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4!
2
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