
Ecuaciones de Yule-Walker

Angelica Garcia Leon

2 de marzo de 2015

Definición de proceso autorregresivo de orden p

El proceso autorregresivo de orden p se define por:

Xn =

 −
p∑

k=1

akXn−k +Wn n = 0, 1, 2, . . .

0 n < 0.

Donde la sucesión (Wn)n∈N0 de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (iid) es un proceso de ruido blanco con las siguientes propiedades:

Para toda n ∈ N0, E[Wn] = 0.

Para toda n ∈ N0, Var[Wn] = σ.

Para toda n 6= k, Cov[Wn,Wk] = 0.

Propiedades de (Xn)n∈N0

Lema 1. Para cada n ∈ N0 y k ≤ n, E[Xk] = 0.

Demostración. La demostración se hace por inducción sobre n. Para n = 0, tenemos:

E[X0] = E[W0] = 0.

Supongamos que es cierto para n, esto es, para cada k ≤ n se tiene que E[Xk] = 0. Por
demostrar que es cierto para Xn+1.

E[Xn+1] = E

[
−

p∑
k=1

akXn−k +Wn

]
= −

p∑
k=1

akE[Xn−k] + E[Wn]

= −
p∑

k=1

ak · 0 + 0 = 0.

Lema 2. Para cada n ∈ N y m < n, E[XmWn] = 0.
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Demostración. La demostración se hace por inducción sobre n. Para n = 1 se tiene:

E[X0W1] = E[W0W1] = 0.

Supongamos que es cierto que dado n ∈ N, E[XmWn] = 0 para cada m < n. Por demostrar
que para cada m < n+ 1, E[XmWn+1] = 0. Tenemos que:

E[XmWn+1] = E

[(
−

p∑
k=1

akXm−k +Wm+1

)
Wn+1

]

= −
p∑

k=1

akE [Xm−kWn+1] + E[Wm+1Wn+1],

es claro que m − k < n + 1, por lo tanto, para cada k ∈ {1, 2, . . . , p}, E[Xm−kWn+1] = 0,
además m < n por lo que E[Wm+1Wn+1] = 0 y así se obtiene lo que queríamos demostrar,

E[XmWn+1] = 0 para cada m < n+ 1.

Lema 3. Para cada n ∈ N0, E[XnWn] = σ.

Demostración. La demostración se hace por inducción sobre n. Para n = 0 se tiene:

E[X0W0] = E[W0W0] = Var[W0] = σ.

Supongamos que es válido para n, es decir, supongamos que E[XnWn] = σ. Para n + 1 se
tiene:

E[Xn+1Wn+1] = E

[(
−

p∑
k=1

akXn−k +Wn+1

)
Wn+1

]

= −
p∑

k=1

akE[Xn−kWn+1] + E[Wn+1Wn+1].

Por el lema anterior sabemos que E[XkWn] = 0 para cada k < n, por lo tanto, para cada
k ∈ {1, 2, . . . , p}, E[Xn−kWn+1] = 0, de aquí se sigue que:

E[Xn+1Wn+1] = 0 + E[Wn+1Wn+1] = Var[Wn+1] = σ.

Ecuaciones de Yule-Walker para el proceso AR(3)

El proceso autorregresivo de orden 3, está dado por:

Xn =

{
−a1Xn−1 − a2Xn−2 − a3Xn−3 +Wn n = 0, 1, 2, . . .
0 n < 0.
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La covarianza de orden j, es:

γj = E[(Xn − E[Xn])(Xn−j − E[Xn−j])].

Puesto que para cada n ∈ N0, E[Xn] = 0, tenemos que, γj = E[XnXn−j]. Aplicando la
definición del proceso autorregresivo de orden 3 se obtiene:

γj = E[(−a1Xn−1 − a2Xn−2 − a3Xn−3 +Wn)Xn−j]

= −a1E[Xn−1Xn−j]− a2E[Xn−2Xn−j]− a3E[Xn−3Xn−j] + E[WnXn−j]

= −a1E[Xn−1X(n−1)−(j−1)]− a2E[Xn−2X(n−2)−(j−2)]− a3E[Xn−3X(n−3)−(j−3)] + 0

= −a1γj−1 − a2γj−2 − a3γj−3,

donde j = 1, 2, 3 por ser una proceso autorregresivo de orden 3. Puesto que la covarianza es
simétrica, tendremos que γk = γ−k.
Ahora calculemos la covarianza de orden cero γ0 (equivalentemente la varianza).

γ0 = E[(−a1Xn−1 − a2Xn−2 − a3Xn−3 +Wn)Xn]

= −a1E[Xn−1Xn]− a2E[Xn−2Xn]− a3E[Xn−3Xn] + E[WnXn]

= −a1γ−1 − a2γ−2 − a3γ−3 + σ

= −a1γ1 − a2γ2 − a3γ3 + σ

Las ecuaciones
γj = −a1γj−1 − a2γj−2 − a3γj−3

para j = 1, 2, 3, o equivalentemente

γ1 = −a1γ0 − a2γ1 − a3γ2,
γ2 = −a1γ1 − a2γ0 − a3γ1,
γ3 = −a1γ2 − a2γ1 − a3γ0.

(1)

junto con la ecuación
γ0 = −a1γ1 − a2γ2 − a3γ3 + σ

son las ecuaciones de Yule-Walker para el proceso autorregresivo de orden 3. En forma
matricial el sistema (1), se puede escribir como sigue:γ0 γ1 γ2

γ1 γ0 γ1
γ2 γ1 γ0

−a1−a2
−a3

 =

γ1γ2
γ3

 .
Para encontrar los parámetros del proceso basta resolver el sistema de ecuaciones anterior.

En general, las ecuaciones de Yule-Walker para un proceso autorregresivo de orden p están
dadas por:

γj = −
p∑

k=1

akγj−k (2)
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para j = 1, 2, . . . , p y para j = 0

γ0 = −
p∑

k=1

akγk + σ.

En forma matricial (2) el sistema se escribe como:
γ0 γ1 γ2 · · · γp

γ1 γ0 γ1
. . . ...

γ2 γ1 γ0
. . . γ2

... . . . . . . . . . γ1
γp · · · γ2 γ1 γ0




−a1
−a2

...
−ap

 =


γ1
γ2

...
γp

 .
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