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1. Formula de Rodrigues para los polinomios
de Hermite

El propdsito de esta seccion es verificar (a partir de la formula de Rodri-
gues) que los polinomios de Hermite forman un conjunto ortogonal respecto
a la funcién de peso e . Para ello, demostraremos algunos resultados pre-
liminares.

Definicién 1.1 (n-ésimo polinomio de Hermite). Para cada n € N U {0},
definimos el n-ésimo polinomio de Hermite como

22 d" 2

H,(z) = (—1)"e d—e*z : (1)
xn
Ejemplo 1.1. Hallemos los primeros dos polinomios de Hermite.
2 do 2
— 0z —x
Ho(x) = (—=1)"e 7€
. 6126_332
= 1’
d
Hi(x) = (—1)169”2%6’”2
= —¢" e (—22)
= 2.
Proposicién 1.1. Para cada n € N, se cumple
H, () = 20Hy o (x) — H, (). (2)

Demostracion. Fijemos n € N arbitrario y desarrollemos a H) (x):

dan—1 dxm
n—1 z2 dr—1 2 n 22 d" 2
= 2[17(—]_) 1 d_]j'”*l — (—1) e %6



de donde se sigue el resultado.
O

Corolario 1.1. Para cada n € NU {0}, H,(z) es un polinomio de grado n.

Demostracion. Es consecuencia de un razonamiento por induccién sobre n.

O

Proposicién 1.2. Si n € N, entonces
H) (x) = 2nH, (). (3)
Demostracion. Procederemos por induccién sobre n. Si n = 1, tenemos

H,(z) = Hi(z)

d 2 d 2
_ _1 1z = —=x
dz (( )e dz© )
d 22 2
=~ (¢ (=20e)
d

)
dx v

=2
= 2nHy(z).

Supongamos que el resultado es cierto para k < n y verifiquemos que
también es cierto para n. Se tiene lo siguiente:

(2)

H, ()= 2zHp 1 (7) — Hy_y(z))
hl(Qan [(2) = 2(n — 1) H,_o(x))
=2H, 1(z) +2zH (z)—2(n—1)H _,(x)
Mo () + 22(2(n — 1) Hyo(2)) — 2(n — 1) H,_o(x)
=2, (1)) + 20— 1)20H, 5(2) — H_y(2))

||@

2H, 1(x)+2(n—1)H,_1(x)
2nH, 1(x),

en donde h.i. indica el uso de la hipdtesis de induccion. Por tanto, se tiene
lo deseado. 0



Corolario 1.2. Para cada n € N, se cumple que
dn

__o9n
Demostracion. Es consecuencia de un razonamiento por induccién sobre n y
la proposicién anterior. O

Corolario 1.3. Para cada n € N, se cumple que
H,1(z) =22H,(z) — 2nH,_(z). (5)

Demostracion. Usando las dos proposiciones anteriores, hallamos lo siguien-
te:

Hys(2) D22 H, () — H.(2)

8]
“ 20 H, (z) — 2nH, 1 (x)

Ejemplo 1.2. Hallemos los polinomios Ho, Hy y Hy.
Hy(z) = 2xHq(x) — 2(1)Ho(x)
= 2z(2x) — 2(1)
= 4z* — 2,

H3(z) = 2xHy(x) — 2(2)Hy ()
= 2x(42* — 2) — 4(27)
= 8% — 12z,

Hy(z) = 2xHs(x) — 2(3)Ha(x)
= 22(82% — 127) — 6(42* — 2)
= 162" — 482% + 12.

Lema 1.1. Sea f una funcién polinomial con coeficientes en R. Entonces,
para cada n € N, se verifica

/ ) e Hy(z)f(x)da = / h e Hy_1(z)f'(z)dz.

oo oo

Maés aun, si deg(f) < n, entonces la integral anterior vale 0.
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Demostracion. Sea n € N. Al usar integracién por partes, se tiene

/oo () ) / ‘: - <<_1)n6x2%e—ﬁ) f(x)da

h o0 d" 2
= (—1)”/ f(x)%e_”’ dx

Lo antes mencionado respecto al grado de f es consecuencia de aplicar el
razonamiento anterior deg(f) + 1 veces.

[]

Teorema 1.1 (Propiedad ortogonal de los polinomios de Hermite.). Para
cualesquiera n,m € NU {0}, se tiene

/_ h e H,,(2)Hp(2)dz = n12"/T8pm, (6)

e}

donde 4,,,,, se define como:
5, — 1 s% n=nm,
0 sin#m.

Es decir, los polinomios de Hermite forman un conjunto ortogonal respecto
. a2
a la funcion de peso e™*".

Demostracion. Sean n,m € N U {0}. Supongamos que n # m. Sin pérdida
de generalidad, asumamos que n < m. Por el lema anterior y el hecho de que
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deg(H,) =n <m =def(H,,), se cample
/ ¢ Hy(x) Hyp (x)dz = 0
= n!2" /T .

Ahora, supongamos que n = m. Por el lema anterior se tiene que
/ ¢ " Hy,(2)H, (x)dz = / e Hy_(2)H! (2)dx

2

= /_OO e " H, o(x)H!(x)dx

— 2 .
e " dr=+/m. En consecuencia,

/ e”QHn(:c)Hn(x)d:c:/ e " 2" nlda

= 2"n/! / e~ dx
=2"nl\/T
= 2"nIN/T0m,

lo que concluye la demostracion. O]

donde [

o0
—0o0

2. Funcion generadora de los polinomios de
Hermite

El propédsito de esta seccién es encontrar la funcién generadora de los
polinomios de Hermite, para ello nos auxiliaremos del siguiente lema.

Lema 2.1. Sea f: R — R la funcién dada por u — e*’, para todo u € R,
Entonces, para cada n € N y para todo u € R, se verifica

FO () = (=1)"e™ Hy(u).
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Demostracion. Es consecuencia de despejar f(™(u) en la férmula de Rodri-
gues para H,(u). ]

Teorema 2.1 (Funcién generadora de los polinomios de Hermite). Se verifica
que

o0 t”
D Ha(w) = e (7)
o n!

Demostracion. Consideremos la funcion f o g, donde f se define como en
lema anterior y g : R — R, t — x — t para x € R arbitrario y fijo. Dado que
la funcion f o g es analitica, para todo t € R se tiene:

(Fogt) =3 Lo O

n=0

donde, por el lema anterior :

Por lo tanto,



Teorema 2.2 (Forma explicita de los polinomios de Hermite.). Para cada
n € NU {0}, el n-ésimo polinomio de Hermite se escribe como:

ﬁ
wl3
o

(~1)r ()

H,(z)=n!
~ (n—2p)p!

(8)

Demostracion. Por un lado, reescrbiendo el miembro izquierdo de @ y usan-
do la expansion en serie de Taylor obtenemos que,

= (20t)™ )\ [ (=12
-(55) E)

X &L (—1)P(2z) et
:ZZ( )(m!])ﬂ !

donde hemos utilizado que las series involucradas son absolutamente conver-
gentes. Ahora, consideremos el cambio de indices n = m + 2p. Notemos que
0 <m =mn—2p, por lo que p < §, en consecuencia, p < L |. Ast:

%J

I - — 2p)!p!
m=0 p=0 mep: n=0 p=0 n 2p P
_ i L (C1)P(2a) 2l

— Inl I’
— (n—2p)lp!  nl

Il
=)

n p

Comparando esta iltima expresion con la ecuacién , concluimos:

H,(z) = n! & (—1)r(2a)

— Il

?

p

para cada n € NU{0}.
[

Corolario 2.1. Paridad de los polinomios de Hermite Para cada n € N,
se verifica que H,(z) es una funcién par si n lo es y, H,(x) es una funcién
impar si n lo es.



Demostracion. Es consecuencia inmediata de la expresion explicita de los

polinomios de Hermite, pues la paridad de n — 2p en la ecuacién es la

misma que la de n. [

Ahora, procedemos a verificar la siguiente identidad, la cual utilizaremos

para probar un resultado mas interesante.

Proposicién 2.1. Seann € NU{0} y a € (0,1). Definimos

Z.(y) ::/ eV H, (az) da.

oo

Entonces,
oy

T.(y) = V7 (1 - a?)7 H, (ﬁ) ~

Demostracion. Procederemos por induccién sobre n.
Caso n = 0: Como Hy(x) = 1, se tiene

To(y) = / e~ gy / o du = /.

oo —00

También,

-t () -5

Caso n = 1: Puesto que Hy(z) = 2z,

Ti(y) = / eV 20z dr
= 2a/ e @9 ¢ dy

[e.e]

= 2x </ e~V (g — y) da + y/ e(my)de)

= 2ay/T.

Por otro lado,

_a 2o MY
V(1 —a®)?.2 m—Qayﬁ.
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Paso inductivo: Supongamos que el resultado es valido para n y n — 1,
demostraremos para n + 1. Utilizando la relacién de recurrencia

H,1(x) =22H,(x) — 2nH, (x),
hallamos lo siguiente:

Znia(y) = / e~ V* (202 H, (azx) — 2nH,_,(az)) dz.

o0

Asi, separando términos adecuadamente:

/ e~V v H, (az) do = / eV ((z — y) +y) Hy(ox) do

[e.o] —0o0

_ / e (o _ ) Ho (o) d + yTa(y).

oo

Derivando Z, respecto a y, obtenemos:

d o0
Lr) =2 [ - Ha(ar)dr
Y —oo

Derivando el miembro derecho de la identidad a demostrar:

Dado que H/ (z) = 2nH,_(x), resulta:

/e_(x_y)2(:x —y)H,(az) dx = nay/m(1 —a?) " D2g, (—_f:y oﬂ) )

Sustituyendo lo anterior en la expresién para Z,,1(y), concluimos:

n ay
Toi(y) = Va(l — )" V2H, (ﬁ) ,

como se queria demostrar. O]
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Lema 2.2. Sea k un kernel y definamos k(x,y) = p? (2)k(z,y)p2 (y), donde
p(t) > 0 para todo t € R. Entonces el problema de eigenvalores

/f35¢4»¢xxym~:X¢xx>

tiene los mismos valores propios que

[5kuwm@wmwzxﬁu»

[e.e]

y que los valores propios son los mismos y las funciones propias estin rela-
ctonadas por la identidad

i) = p* () i)

Demostracion. Asumamos que

/manmm%@mm:&%wx

o

N|=

y definase @;(x) == p2 (x)p;(x), entonces podemos reescribir la integral ante-

rior como: 0 5i(x) Gi(y)
k' «r; x 1 dx = )\7’ 1 ’
/Oo (2, y)p( )p§ (x) P2 (y)

lo cual implica:

p%w/mmﬁw@@m%mmzA@mm

asi,
/ k(z, y)@i(x)de = Ngi(y),
—0o0
de donde se sigue que \; = ); v, por tanto, se tiene el resultado. O

Teorema 2.3. Sean 0 < o < 1, B = 1—a?. En la notacion del lema anterior

~ 2 2
definamos k(x,y) == e PV k(z,y) = e 2 PP e BT parg

todo x,y € R. Entonces, para cada n € N se verifica que
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