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Representaciones lineales de grupos finitos

Sea G un grupo finito.

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién finita.

Denotamos por GL(V) al grupo de los operadores lineales invertibles V — V.
Una representacién lineal de G en V es un homomorfismo G — GL(V).

En lo que sigue, decimos “representacién” en vez de “representacion lineal”.
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La imagen del elemento neutro

1¢ = el elemento neutro de G.

ly = el operador identidad V — V.

Proposicién

Si p: G — GL(V) una representacion, entonces

p(le) = Iv.
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Demostracion

Notemos que
p(16) = p(lclc) = p(16)p(1lc)-
p(1lg) € GL(V), es decir, es invertible.

Multiplicando la igualdad anterior por p(1g)~! obtenemos

Iv = p(1e)p(le) ™ = (p(Le)p(Le))p(le) ™ = p(16)(p(Le)p(le) ™) = p(l6)lv,

teniendo asi lo deseado.
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Ejemplo: la representacién trivial

Sea G un grupo y sea V un espacio vectorial complejo.

Para cada g en G, definimos p(g): V — V,

p €s una representacion.

En efecto, para cada g, h en G,

p(gh) = Iv = Ivlv = p(g)p(h).
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Ejemplo: una representacién de un grupo de dos elementos

Sea G el conjunto {0,1} con la operacién dada mediante la siguiente tabla:

@®©(0 1
00 1
1110

Definimos p: Go — GL(V),
p(K) = (—1)*ly.
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Ejemplo: una representacién de un grupo de dos elementos

Mostremos que p es una representacion.

p(0+0) = p(0) = Iv = Ivlv = p(0)p(0),
p(0+1) =p(1) = Iy = Iv(=Iv) = p(0)p(1),
p(1+0) =p(1) = —lv = (=Iv)lv = p(1)p(0),

p(1+1) =p(0) = lv = (=Iv)(=Iv) = p(1)p(1).
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Recordatorio: la correspondencia candnica entre matrices y operadores

Dada una matriz A de clase M,(C), definimos T4: C" — C",
Tax = Ax.
Es facil ver que T4 es un operador lineal: T4 € L(C").

La correspondencia M,(C) — L(C"), dada por A — T,

es un isomorfismo de algebras complejas con identidad.
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Recordatorio: la correspondencia candnica entre las matrices invertibles

y los operadores invertibles

Denotamos por GL(n, C) al conjunto se las matrices cuadradas de grado n con entradas en C
tales que son invertibles.

GL(n,C), junto con la operacién de multiplicacién de matrices, conforma un grupo.

Como A +— T4 es un isomorfismo de algebras con identidad,

A€GL(nC) <«  TaeGL(C").

Por lo tanto, es facil ver que GL(n, C) se puede identificar con GL(C").
La regla A — Ty realiza el isomorfismo candnico entre estos grupos.
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Definicion: representacién matricial

Sea G un grupo finito.

Decimos que p: G — GL(n,C) es una representacion matricial de G de grado n,
si p es un homomorfismo.

Gracias a la identificacion de GL(n, C) con GL(C"), las representaciones matriciales se pueden

ver como un caso particular de representaciones lineales.
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Ejemplo: una representacién matricial de un grupo de tres elementos

Sea Gz el conjunto {0, 1,2} con la operaciéon dada mediante la siguiente tabla:

Definimos p: Gz — GL(2,C),

—_
—

1

® |0
0f0 1 2

S NN

)
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A es invertible, por lo que p estad bien definida.

Calculemos las primeras potencias de A:
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GL(2,C) [1 0]
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Hemos definido p: Gz — GL(2,C),
p(k) = A,

Veamos que p es una representacién.

Una manera de verlo es estudiar otra funcién, ¢: Z — GL(2,C), dada por (k) = Ak

Sean j, k € Z. Luego o(j + k) = ATk = AVAK asi que ¢ es un homomorfismo de grupos.
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¢0: Z — GL(2,C), (k) == Ak

Proposicién
ker(yp) = 3Z.

Demostracion. D. Sea s € 37Z. Luego existe g € Z tal que s = 3q.
AS = A3 = (A9 =[] = b, por lo que s € ker(y).
C. Sea t € ker(y). Encontramos q, r € Z tales que t = 3q + r, donde 0 < r < 3.
b = At = A3 = ASTAT = (A3)TA" = IJA" = A".

Como Al # I y A% # I, concluimos que r = 0 y por lo tanto t = 3q. O
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Hemos estudiado el homomorfismo ¢: Z — GL(2,C), y hemos mostrado que

ker(yp) = 3Z.

Usando el primer teorema de isomorfismos llegamos a que

L] ker(p) = Z/(3Z) = im(p),

y es facil verificar que Gz = Zs, asi pues p es un homomorfismo.
Por lo tanto, p es una representacién matricial de G de grado 2.
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Repaso: el grupo {0,1,...,n—1}

Sea n € N. Sea G, el conjunto {0,1,...,n— 1} con la operacién
a+b, at+b<n

ad b=
a+b—n a+b>n.

Se verifica que G, es un grupo y, de hecho, G, = Z,.
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Repaso: las raices de la unidad

Im
2 1
€ € .
6 6 27
Ep = exp —.
n
&3 £0 Usaremos el siguiente hecho: para k en Z,
6 6
Re
k=1 — nl k.
En particular, ep =1 y ¢,"=1
e e
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Ejemplo: una representacién con raices de la unidad

Im
2 1
€ €
0 6 2mi
Ep = exp —.
n
e €6 .
e
p: Go = GL(1,C), p(k) = [k] = ek.
Veamos que p es una representacién matricial
€4 €8 de G, de grado 1.
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Ejemplo: una representacién con raices de la unidad
Sean a, b € G,,.
Si a+ b < n, entonces

p(a® b) = p(a+ b) = 3™ = eiep = p(a)p(b).
Si a+ b > n, entonces

p(a®b)=pla+b—n)=ey""=clepe," = eiel = p(a)p(b).

n-n n-n
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Ejemplo: una representacién matricial de grado 2 del grupo G,

ek 0
p: G, — GL(2,C), p(k) = o 1l

Si a+ b < n, entonces

8a—f—b g? €b
p(a@b)zpmb):["o ﬂ:[o" ﬂ [0" ﬂ:p(am(b).

Si a+ b > n, entonces

5a—l—b—n e 6b e=n
p(a@b>:p(a+b—n)=["0 ﬂ:[o" j’HO (I’HO ﬂzp(a)p(m.
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