Representaciones de grupos finitos
en espacios vectoriales complejos
de dimensién finita

Objetivos. Estudiar la definicién y unos ejemplos.

Prerrequisitos. Operadores lineales invertibles en espacios vectoriales de dimension fi-
nita, grupos.

Repaso 1. Dado un espacio vectorial complejo V' de dimensién finita, denotamos por
GL(V) al conjunto de todos los operadores lineales invertibles V' — V. Sabemos que
GL(V) es un grupo.

Definicién 2 (representacion lineal de grupo). Sea G un grupo finito y sea V' un espacio
vectorial complejo de dimension finita. Una representacion lineal de G es un homomor-
fismo G — GL(V). En otras palabras, una funcién p: G — GL(V') es una representacion
de G en V| si para cualesquier a,b en G,

p(ab) = p(a)p(b).
En lo que sigue, en vez de representacion lineal, decimos simplemente representacion.

Notacion 3. Gado un grupo G, denotamos por 1 al elemento neutro de G. Dado un
espacio vectorial V', denotamos por [y al operador identidad V' — V.

Proposicién 4. Si p es una representacion de G en V', entones p(1lg) = Iy .

Demostracion. Es una propiedad general de homomorfismos de grupos. Repasemos la
demostracion para nuestra situacion. Como 1glg = 1¢g, tenemos que

p(le)p(le) = p(lele) = p(la).

Por la definicién, p toma valores en GL(V), asi que p(1g) es un operador lineal invertible.
Mupliplicando ambos lados de la igualdad p(1g)p(lg) = p(1g) por p(lg)™ obtenemos

que p(lg) = Iy. O

Observacién 5 (la invertibilidad de los valores de p se puede deducir de la suposicién
p(lg) = Iy). Veamos una variacion equivalente de la Definicién 2. Igual que en la De-
finicién 2, suponemos que G es un grupo finito y V' es un espacio vectorial complejo
de dimensién finita. Denotemos por End(V') al conjunto de todos los operadores lineales
V — V. Sabemos End(V) es un dlgebra compleja asociativa con identidad. En particu-
lar, respecto a la operacién de multiplicacién de operadores, End(V') es un monoide. Si
suponemos que p: G — End(V) es un homomorfismo de monoides, es decir,

Va,be G plab) = p(a)p(b)
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y
p(l(;) = Iy,

entonces, para cada g en GG, tenemos que

p(9)p(g™") = plgg ") = p(le) = Iv,  plg Yp(g) = plg'g) = p(lg) = Iy,

asi que p(g) es un operador lineal invertible. En otras palabras, suponiendo que p: G —
End (V') sea un homomorfismo de monoides, llegamos a la conclusién que los valores de p
pertenecen a GL(V).

Observacién 6 (suposiciones adicionales para grupos infinitos y espacios vectoriales de
dimensién infinita). La Definiciéon 2 se puede dar para grupos generales G y espacios
vectoriales generales V. Sin embargo, para demostrar teoremas fuertes (por ejemplo, la
descomposicién de representaciones en representaciones irreducibles), es importante su-
poner propiedades adicionales G y V. Por ejemplo, esta bien desarrollada la teoria de
representaciones unitarias fuertemente continuas, cuando G es un grupo localmente com-
pacto, V' es un espacio de Hilbert, los valores de p son operadores unitarios y para cada
ven V la funcién g — p(g)v es continua.

Ejemplo 7 (representacién trivial). Sea G un grupo finito y sea V' un espacio vectorial
complejo de dimensién finita. Definimos p: G — GL(V),

p(g) = Iy.
Entonces, p es una representacion.

Ejemplo 8. Sea Gy el conjunto {0,1} con la operacién binaria definida mediante la
siguiente tabla:

@0 1
0|0 1].
10

1

Es facil ver que Gy es un grupo isomorfo a Zy = Z/(27Z). Sea V un espacio vectorial
complejo de dimension finita. Definimos p: Gy — GL(V),

p(0) = Iy, p(l) = —Iy.

Es facil de ver que p es una representacion.

Representaciones matriciales

Observacién 9. Dado n en N, denotemos por M,,(C) al conjunto de todas las matrices
complejas cuadradas n x n. Sabemos que M,,(C) es un édlgebra compleja asociativa con
identidad. A cada matriz A le asociamos el operador lineal M,4: C* — C",

Ma(v) = Av.
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Sabemos que la funcién A — M, es un isomorfismo de dlgebras complejas M,,(C) y
End(C"). Bajo este isomorfismo, Denotemos por GL(n,C) al grupo de las matrices com-
plejas invertibles de orden n. Los grupos GL(n,C) y GL(C™) son isomorfos bajo el iso-
morfismo A — M.

Definicién 10 (representacién matricial de un grupo finito). Sea G' un grupo finito y sea
n € N. Una representacion matricial de G de grado n es un homomorfismo G — GL(n, C).

Observacién 11. Si identificamos GL(n, C) con GL(C"), entonces las representaciones
matriciales se pueden ver como un caso particular de representaciones lineales en el sentido
de la Definicién 2.

Ejemplos

Ejemplo 12. Sea G5 el conjunto {0, 1,2} con la operacién binaria definida mediante la
siguiente tabla:

|0 1 2
0(0 1 2
111 2 0}
212 01
Es facil ver que G3 es un grupo isomorfo a Zz = Z/(3Z). Definimos p: G3 — GL(2,C),

p(k) = A*, donde A= {_(1) _H :

Ejercicio: verificar que A% = I, y demostrar que p es una representacion.

Ejemplo 13. Sea n € N y sea G,, el conjunto {0,1,...,n — 1} con la operacién binaria
a—+0, a+b<mn;
a®b:=
a+n—n, a+b>n.

Es facil ver que G,, es un grupo isomorfo al grupo Z, = Z/(nZ). Sea

2mi
Ep = €Xp —.
n

Sabemos que €F = 1 si, y sélo si, n | k. Definimos p: G,, — GL(1,C),
p(k) = [ek] .
Ejercicio: verificar que p es una representacion.

Ejemplo 14. Sea G, el grupo del ejemplo anterior. Definimos p: G,, — GL(2,C),

— gk |t 0
p(k) = A", A= [0 5’;}

Ejercicio: verificar que p es una representacion.
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