Representaciones de grupos finitos
y propiedades espectrales

Objetivos. Dada una representacién p: G — GL(V), donde G es un grupo finito y V
es un espacio vectorial complejo de dimensién finita, vamos a estudiar las propiedades
espectrales de los operadores p(g), donde g € G.

Prerrequisitos. Representacion de grupo, representacién unitaria, criterio de diagonali-
zacion de operadores lineales o matrices.

Dado m en N, denotemos por R,, al grupo de las m-ésimas raices de la unidad:
R, = {zE(C: 2" = 1}.

Teorema 1. Sean G un grupo finito de orden m, V wun espacio vectorial complejo de
dimension finita, p: G — GL(V') un representacion y g € G. Entonces, el operador lineal
p(g) es diagonalizable y su valores propios pertenecen a R,,.

Primera demostracion. Sea A = p(g). Como G es de orden m, tenemos que g™ = lg.
Como p es una representacion,

A™ =p(g™) = p(lg) = 1.

Consideremos el polinomio
fz) =a™—1.

Por la igualdad anterior, f es un polinomio anulador de A:
fl(A)=A"—-1=0.

Las raices del polinomio f son simples y forman el conjunto R,,. Por lo tanto, el operador
A es diagonalizable. Mds atn, por el teorema espectral, para cada valor propio A se cumple
la igualdad

asi que A € R,,. O

Sequnda demostracion. Como ya sabemos, en V' existe un producto interno (-, -) tal que p
es unitaria respecto a este producto interno. Por lo tanto, la matriz A := p(g) es unitaria.
Las matrices unitarias son normales, por eso son diagonalizables.

La contencién sp(A) C R, estd mostrada en la primera demostracion. ]
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