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Representaciones lineales de grupos finitos (repaso)

Sea G un grupo finito.

Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién finita.

Denotamos por GL(V) al grupo de los operadores lineales invertibles V — V.
Una representacién lineal de G en V es un homomorfismo G — GL(V).

En lo que sigue, decimos “representacién” en vez de “representacion lineal”.
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Isometrias lineales

Sea H un espacio de Hilbert de dimensién finita, con producto interno (- | -).
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Isometrias lineales

Sea H un espacio de Hilbert de dimensién finita, con producto interno (- | -).

Se definen la norma inducida y la distancia inducida:

X[ =/ %), d(xy) =[x =yl

Un operador lineal T: H — H se llama isométrico (o isometria lineal )

si es isométrico con respecto a la distancia inducida por el producto interno:

d(Tu, Tv) =d(u,v) (u,v € H).
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Criterio de isometria lineal

Si T: H — H es un operador lineal, se tienen las siguientes equivalencias:

lu—v|| = [[T(u—-v)|

Preserva la distancia entre vectores
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Criterio de isometria lineal

Si T: H — H es un operador lineal, se tienen las siguientes equivalencias:

lu—vl|=[Tu-v)[] <= [TW)] =]l < (T(u)]T(v))=(u|v).
——_— ———
Preserva la distancia entre vectores Preserva la norma Preserva el producto interno

Para demostrar la Gltima flecha =, se utiliza la identidad de polarizacién:

1 3 3

P HIT@ )P = 3 3 K+ iR = G v),

k=0 k=0

(T(u) | T(v)) =
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Operadores unitarios

Un operador lineal T: H — H se llama unitario si es invertible e isométrico.
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Operadores unitarios

Un operador lineal T: H — H se llama unitario si es invertible e isométrico.
Denotemos por U(H) al conjunto de los operadores unitarios H — H.

Ya que la composicién de operadores unitarios da como resultado otro operador unitario

y el inverso de un operador unitario es unitario, U(H) es un grupo.
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Representaciones unitarias

Sea G un grupo finito y sea H un espacio de Hilbert.
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Representaciones unitarias

Sea G un grupo finito y sea H un espacio de Hilbert.

Una representacién unitaria de G en H es una representacién que toma valores en U(H).
Es decir, una representacién p: G — GL(H) tal que

(p(g)u | p(g)v) =(ulv) (u,veH, geG).
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Existencia de un producto interno

en un espacio vectorial de dimension finita

Proposicién
En todo espacio vectorial complejo de dimensidn finita existe un producto interno. J
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Demostracion, inicio

Sea V un C-espacio vectorial de dimensién finita ny sea B = (by,...,b,) una base ordenada.

n V]_

WweV A(vi,...,vy): v:kabk = T(v) =

k=1
Vn

T es un isomorfismo entre V' y C".
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Demostracion, final

C" esta provisto de un producto interno canénico:

n
<U | V>(Cn = Z U V.
k=1
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Demostracion, final
C" esta provisto de un producto interno canénico:
n
<u | V)(Cn = Z U V.
k=1

Construimos el producto interno en V usando el de C" y el isomorfismo T:

(u|v)y = (Tu| Tv)cn.
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Demostracion, final
C" esta provisto de un producto interno canénico:

u|v@n Zukvk

Construimos el producto interno en V usando el de C" y el isomorfismo T:

(u|v)y = (Tu| Tv)cn

Las propiedades del producto interno se verifican facilmente.

Por ejemplo, siu# 0y, entonces Tu#0c» y (uu)y = (Tu, Tu)cn > 0.
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Repaso: combinaciones lineales positivas de productos internos

Proposicién (Mltiplo positivo de un producto interno)
Si (-] -) es un producto interno en V' y a > 0, entonces «(- | -) es un producto interno. J
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Repaso: combinaciones lineales positivas de productos internos

Proposicién (Mltiplo positivo de un producto interno)
Si (-] -) es un producto interno en V' y a > 0, entonces «(- | -) es un producto interno. J

Proposicién (Combinacién lineal positiva de productos internos)
Si (-])1y (|-)2 son productos internos en V,

a, 8 >0y al menos uno es estrictamente positivo, entonces

al- | )1+ B | )2

es un producto interno.
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Multiplicacién por un elemento fijo en un grupo

Sea G un grupo. Para cada a en G, definimos

R,: G — G, R.(g) = ga.
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Multiplicacién por un elemento fijo en un grupo

Sea G un grupo. Para cada a en G, definimos

R,: G — G, R.(g) = ga.

Notamos que si a, b € G, entonces
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Multiplicacién por un elemento fijo en un grupo

Sea G un grupo. Para cada a en G, definimos
R,: G — G, R.(g) = ga.
Notamos que si a, b € G, entonces
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Multiplicacién por un elemento fijo en un grupo

Sea G un grupo. Para cada a en G, definimos
R,: G — G, R.(g) = ga.
Notamos que si a, b € G, entonces
(Ra o Rb)(g) = Ro(g)a = (gb)a = g(ba) = Rua(g)-

En particular, R;R,-1 = R;-1R; = Ry, = idg.

Proposicién

Para cada aen G, R, es una biyeccion. }
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Multiplicacién por la izquierda

Para cada a en G, definimos

L,: G— G, L.(g) = ag.
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Multiplicacién por la izquierda

Para cada a en G, definimos

L,: G— G, L.(g) = ag.

Dados a, b en G, calcule
Lyo L.
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Multiplicacién por la izquierda

Para cada a en G, definimos
L,: G— G, L.(g) = ag.

Dados a, b en G, calcule

Lyo L.

Proposicién

Para cada aen G, L, es una biyeccion. J
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Construccion principal

Teorema
Si G es un grupo finito,
V es un espacio vectorial complejo de dimensién finita

y p: G — GL(V) es una representacion,

entonces en V existe un producto interno (- | -) tal que p es unitaria respecto a (- | -):

Vg e G VuveV (p(gu]p(g)v)=(u|v).
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Demostracion

Sea p: G — GL(V) una representacién y sea (- | -)y un producto interno en V.
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Demostracion
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es no negativa y es simétrica conjugada,

15/17



Demostracion

Sea p: G — GL(V) una representacién y sea (- | -)y un producto interno en V.

Para cada g € G, la aplicacion:

(u,v) = (p(g)u | p(g)v)v (conu,ve V)

también es un producto interno en V.

La aplicacién es lineal con respecto a su primer argumento,

es no negativa y es simétrica conjugada, ademas

0 r(g)eGL(V) u

(p(g)u ] p(g)u)y =0 = p(g)u= =0.
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Construccion de un producto interno G-invariante
G

16 /17



Construccion de un producto interno G-invariante
G
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Construccion de un producto interno G-invariante

G
C e
(u]v)x = (u]v)y = (u

V), =
|

|
(p(X)ulp(x)v)  (p()ulp(y)v)  (p(z)u]p(z)v)
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Construccion de un producto interno G-invariante

G
C e
(u]v)x = (u]v)y = (u

V), =
|

|
(p(X)ulp(x)v)  (p()ulp(y)v)  (p(z)u]p(z)v)

NS

(ulv), = > (ulv)g

geiG
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Demostracion

Veamos la interaccién de la representacién p con el producto interno (- | -),:

{p(h)u | p(h)v),
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Demostracion
Veamos la interaccién de la representacién p con el producto interno (- | -),:

(p(h)u | p(MV), = > (p(g)p(hu | p(g)p(h)v) = > (p(gh)u | p(gh)v).
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(p(h)u | p(MV), = > (p(g)p(hu | p(g)p(h)v) = > (p(gh)u | p(gh)v).

geG geiG
La funcién Ry: G — G, Rp(g) := gh, es una biyeccién.
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Demostracion

Veamos la interaccién de la representacién p con el producto interno (- | -),:

(p(h)u | p(MV), = > (p(g)p(hu | p(g)p(h)v) = > (p(gh)u | p(gh)v).

geG geiG
La funcién Ry: G — G, Rp(g) := gh, es una biyeccién.

La usamos para hacer el cambio de variable t = gh:

(p(h)u | p(h), = > (p(gh)u | p(ghv) = D {p(t)u | p(t)v) = (u | v),.

geiG teG
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