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Objetivos

@ Definir la suma directa de dos representaciones de un grupo G.
@ Repasar el concepto de subrepresentaciones.

@ Relacionar estos conceptos entre si.
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Prerrequisitos

Para entender bien este tema, se recomienda saber los siguientes conceptos:
@ representacion;
@ subespacio invariante y subrepresentacion;

@ representaciones equivalentes;

descomposicién de espacios vectoriales en sumas directas;

sumas directas (“externas”) de espacios vectoriales.
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Plan

© Repaso: la suma directa de espacios vectoriales y la suma directa de subespacios
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Repaso: la suma directa (“externa") de espacios vectoriales

Sean Vi, V, espacios vectoriales.

V1 @ V4, se define como el conjunto V; x V; (el producto cartesiano)
con operaciones lineales por componentes:

(a1, a2) + (b1, b2) == (a1 + b1, a2 + b2),
M a1, a2) = (Aa1, A\ap).

Es facil ver que Vi @ V5 es un espacio vectorial.
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Descomposicion de un espacio vectorial en una suma directa

Sea V un espacio vectorial complejo y sean Wy, W, subespacios vectoriales de V.

Se dice que V es una suma directa de Wj y W, y se escribe V = Wy + W, si

V=W+W

WinNn W, = {0\/}

Lo anterior equivale a que para cada a € V, 3l(u,v) € Wy x W, tal que a = u + v.
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Pasar de una suma directa interior a una suma directa externa

Proposicién

Sea V un espacio vectorial complejo y sean Wj, W, subespacios de V tales que
V=W + W,.

Definimos T: W1 & Wr — V,
T(a,b) :=a+ b.

Entonces, T es un isomorfismo de espacios vectoriales y

V=W e Ws.
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Demostracion

Sean (a1, a2), (b1, b2) € W1 & Wy y sea A € C.
T es lineal:
T(M a1, a2) + (b1, b2)) = T(Aay + by, Aax + bo)
= ()\31 + bl) + ()\az + bz)

= Ma1 + a2) + (b1 + b2)
= )\T(al, 82) + T(bl, bz).
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Mostremos que T es inyectiva.
Sean (a1, a2), (b1, b2) € W1 & W, tales que T (a1, ap) = T (b1, b2). Luego

ar+ax = by + bo.

Como V = Wy + W, y tenemos que a1, by € Wy y ap, by € Wh,
entonces a; = by y a = by, asi que (a1, a2) = (b1, b2).

Mostremos que T es sobreyectiva.
Sea a€ V. Luego I!(u,v) € Wy x W, tal que a=u+v.

Con este par (u, v) obtenemos que T(u,v) =u+v = a.
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Plan

© Sumas directas de representaciones
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La suma directa de dos representaciones

Sea G un grupo y sean Vi, V5 espacios vectoriales complejos.
Sean p1: G — GL(V1) y p2: G — GL(V2) representaciones.

Definimos p1 @ p2: G — GL(V1 @& Va),

(r1 @ p2)(8)(x,y) = (p1(8)(x), p2(8)(¥))-
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Repaso: subespacio invariante y subrepresentacion

Dada p: G — GL(V) una representacién y W un subespacio de V/,

se dice que W es p-invariante si Vg € G, W es p(g)-invariante, es decir,

Vge G  p(g)W]cw.

Si W es p-invariante, para cada g en G podemos hablar de la compresién de p(g) al subespacio
W, p(g) IW: W — W que, para cada w € W, esta dada por p(g) [\ (w) = p(g)(w).

Notacién: en el contexto anterior podemos hablar de la subrepresentacién py : G — GL(W),
definida por
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Pasar de la descomposicién en subespacios invariantes

a la suma directa de representaciones

Proposicién

Sea p: G — GL(V) una representacién y sean Wi, W, subespacios p-invariantes tales que
V=W + W,.

Definimos T: Wy & W, — V,
T(a,b) =a+b.

Entonces, T es un isomorfismo de representaciones pyw, @ pw, y p:

Vg€ G  T(pwm ®pw,)(g) =p(g)T.
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T intercala las representaciones py, @ pw, y p

Wi & Wa >

<

(rwr © pw,)(8) r(g)

Wi & Ws >

<
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Demostracion

Como V = W + W,, sabemos que T es un isomorfismo entre Wy & Wsr y V.
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Demostracion

Como V = W + W,, sabemos que T es un isomorfismo entre Wy & Wsr y V.

Si(a,b) e Ws & Wh y g € G, entonces

T(pws ® pw,)(g)(a; b)
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Demostracion

Como V = W + W,, sabemos que T es un isomorfismo entre Wy & Wsr y V.

Si(a,b) e Ws & Wh y g € G, entonces

T(ow: @ pw,)(g)(a: b) = T(pwi(g)(a): pw,(g) (b))
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Demostracion

Como V = W + W,, sabemos que T es un isomorfismo entre Wy & Wsr y V.

Si(a,b) e Ws & Wh y g € G, entonces

T(pw, @ pw,)(g)(a, b) = T(pw,(g)(a). pw,(g) (b))
= pwy(&)(a) + pw,(g)(b)
= p(g)(a) + p(g)(b)
= p(g)(a+b)
= p(g)T(a, b).

Por lo tanto, T es un isomorfismo entre las representaciones py, © pw, Yy p.
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Una clase de ejemplos: representaciones de grupos finitos ciclicos

Proposicién
Sean m,n € Ny sea Ae M,(C) tal que A™ = I,.
Entonces, la matriz A es invertible y diagonalizable.
Definimos p: Zy — GL(n, C),

p(k + mZ) = Ak

Entonces, la definicién es consistente. Si (u1, ..., up) es una base ordenada de C" y
AUJ' = )\J'UJ', (j S {1,...,”}),

entonces W, = lin(u;) son subespacios p-invariantes.
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Demostracién: la matriz A es invertible y diagonalizable

Consideremos el polinomio f(z) :== z™ — 1.

f es un polinomio anulador de A:

f(A)=A"— |, = OMH((C)'

Las raices del polinomio f son simples:

m—1

o
f(z) = H(z—sﬁ), Em = expil.
k=0 m

Por lo tanto, A es diagonalizable.
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Demostracion: A es invertible

A es invertible porque
AA™ ) = (A" HA= A" = I,

Otra demostracién. Recordamos que f(A) = Oy, (c) ¥

m—1

f(z) = H (z— eﬁ,)

k=0

Por el teorema del mapeo del espectro, f[sp(A)] = sp(f(A)) = {0}, asi que

sp(A) C {z e C: f(z)zO}:{sfn: kE{O,l,...,m—l}}.

En particular, 0 ¢ sp(A), y A es invertible.
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Demostracién: la definicién de p es consistente

Consideremos o: Z — GL(n, C),

o(k) = AX.
Por las propiedades de las potencias, o es un homomorfismo.
Como A™ = |,,

mZ C ker(o).
Por el teorema fundamental de homomorfismos, existe un tnico p: Z, — GL(n, C) tal que

p(k + mzZ) =o(k)= A" (ke
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Demostracién: los subespacios W; := lin(u;) son p-invariantes

Como Au; = Ajuj, para cada k en Z tenemos que
p(k)uj = Afup = Afuj € lin(u)) = W,

Por lo tanto,
p(K)W)] € W;.
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Demostracién: descomposicion de la representacién p
Para cada j en {1,...,n}, pongamos
o W;
pj(k + mZ) = p(k + mZ) [Wj :
Como (u1, ..., Um) es una base ordenada de C”", tenemos que C" = Wy +---+ W, y
PEpPL® - D pp.
Las representaciones p; son de orden 1. Los calculos de la pagina anterior implican que

pj(k—l—mZ)v:/\fv (vew).
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Ejemplo 1

G=17 V=C2
k

p(k +67Z) = [0 k} , Em = exp— .

€2

La definicién es consistente, porque

(e3)° = (£2)° = 1.
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Ejemplo 1

es 0 2T
k 7)=|3 m = —
p(k + 67) [0 1, € expm
k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5

e I S I e B e B i B

24/27



Ejemplo 1

k .
€ 0 27
k+62) =3 ‘= exp —.
p(k + 67) [O 55] , Em = exp
Los subespacios W := lin(e1) y W5 := lin(e2) son p-invariantes.

La representaciones restringidas tienen la siguiente forma matricial (matrices 1 x 1):

pi(k +6Z) = [5],  pa(k +6Z) = [£5].
Tenemos que

p = p1® p2.
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Ejemplo 2

G=173 V =C?

0 1
p(k +32) == Ak, A::[l 1].

Hemos calculado los valores y vectores propios de A,
cuyo polinomio caracteristico es A2 + \ + 1:

N — 1, V3 \, — 1 V3 _ 1 _ 1
1—f*§+lif, 2="5 715 up = _l+»¢* Uy = 13|
2 2 2
Los subespacios Wi := lin(u1) y Wa = lin(up) son p-invariantes.
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Ejemplo 2

Sea V la matriz formada por las columnas v; y v». Notamos que V diagonaliza A:
1, :43
0 —1 i

— -1 _
2 2 2

Definimos 7: Z3 — GL(2,C),
7(g) = V~p(g)V.

Entonces,
k
-1 —1 7k -1 k (_%W”?) 0
T(k+3Z) =V plk+3Z)V =V A"V = (VT AV)" =

Se ve que p = 7 y T se descompone en representaciones de orden 1.
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