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Objetivos de este tema

En este tema, estamos trabajando con grupos finitos
y sus representaciones lineales sobre espacios vectoriales complejos de dimensión finita.

Nuestros objetivos:

introducir el concepto de subespacio invariante;

introducir el concepto de subrepresentación;

demostrar que cada subespacio invariante tiene un complemento invariante;

demostrar que cada representación se descompone
en una suma directa de representaciones irreducibles.
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Prerrequisitos para este tema

representación lineal de grupo finito;

suma directa de espacios vectoriales.
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1 Repaso de definiciones básicas
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Representaciones lineales finito-dimensionales de grupos finitos

En este tema, trabajamos solamente con grupos finitos
y solamente con espacios vectoriales complejos de dimensión finita.

Dado un espacio vectorial V , denotamos por GL(V ) al grupo de sus automorfismos
(isomorfismos V → V ).

Una representación lineal de un grupo G sobre un espacio vectorial V
es un homomorfismo ρ : G → GL(V ).

Vamos a trabajar solamente con representaciones lineales,
por eso decimos simplemente representación .

Si dim(V ) = n, se dice que n es el grado de la representación ρ.
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La suma directa de dos representaciones

Sean G un grupo, V1 y V2 espacios vectoriales,
ρ1 : G → GL(V1) y ρ2 : G → GL(V2) representaciones.

Denotamos por V1 ⊕ V2 la suma directa de V1 y V2.

La suma directa de representaciones ρ1 y ρ2 es

ρ1 ⊕ ρ2 : G → V1 ⊕ V2,

(ρ1 ⊕ ρ2)(x , y) := (ρ1(x), ρ2(y)).

Ejercicio: verificar que ρ1 ⊕ ρ2 es una representación.
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Morfismo entre representaciones

Sean ρ : G → GL(V ) y σ : G → GL(W ) representaciones del grupo G .
Un morfismo entre ρ y σ es una transformación lineal T : V → W tal que

∀g ∈ G Tρ(g) = σ(g)T .

V W

V W

T

T

ρ(g) σ(g)
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Isomorfismo entre representaciones

Sean ρ : G → GL(V ) y σ : G → GL(W ) representaciones del grupo G .
Un isomorfismo entre ρ y σ es un isomorfismo de espacios vectoriales T : V → W tal que

∀g ∈ G Tρ(g) = σ(g)T .

V W

V W

T

T

ρ(g) σ(g)
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El centralizador (conmutante) de una representación
Sea ρ : G → GL(V ) una representación del grupo G .

L(V ) = L(V , V ) es el álgebra de todos los operadores lineales V → V .

El centralizador de ρ se define como el conjunto de todos los morfismos entre ρ y ρ:

C(ρ) :=
{

T ∈ L(V ) : ∀g ∈ G Tρ(g) = ρ(g)T
}

.

Es fácil ver que C(ρ) es una subálgebra de L(V ). Más aún, I ∈ C(ρ).

V V

V V

T

T

ρ(g) ρ(g)
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Subespacio invariante (estable) de una representación

Sea ρ : G → GL(V ) una representación y sea W un subespacio de V .

Se dice que W es un subespacio invariante o estable respecto ρ, si

∀g ∈ G ∀w ∈ W ρ(g)w ∈ W .

También se dice que W es un ρ-subespacio de V (o G-subespacio de V ).
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Una receta para ejemplos:
el núcleo de un morfismo es un subespacio invariante

Proposición
Sean ρ : G → GL(V ) y σ : G → GL(W ) representaciones del grupo G
y sea T : V → W un morfismo entre ρ y σ.

Entonces, ker(T ) es ρ-invariante.

Demostración. Si v ∈ ker(T ) y g ∈ G , entonces

T (ρ(g)v) = σ(g)Tv = σ(g)0W = 0W ,

aśı que ρ(g)v ∈ ker(T ).
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Subrepresentación
Suponemos que ρ : G → GL(V ) es una representación
y W es un subespacio de V invariante respecto a W .

Para cada g en G , definimos ρW (g) : W → W ,

ρW (g)v := ρ(g)v .

En otras palabras, ρW (g) = ρ(g)|WW . Estamos restringiendo el dominio y el codominio.

Es fácil ver que
ρW (g)ρW (h) = ρW (gh)

y que ρW (g) ∈ GL(W ).

Concluimos que ρW : G → GL(W ) es una representación.
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Subrepresentación

Suponemos que ρ : G → GL(V ) es una representación
y W es un subespacio de V invariante respecto a W .

Definimos ρW : G → GL(W ),
ρW (g)v := ρ(g)v .

Se dice que ρW es una subrepresentación de ρ.
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Ejemplo

Sean G un grupo de orden n, V un espacio vectorial de dimensión n,
(bt)t∈G una base de V .

Consideramos la representación regular:

ρ(g)bt := bgt .

Pongamos
u :=

∑
t∈G

bt , W := Cu.

Es fácil ver que ρ(g)u = u para cada g en G .

Por lo tanto, W es un subespacio invariante. En este ejemplo, ρW es la representación trivial.
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Representaciones irreducibles

Una representación ρ : G → GL(V ) se llama irreducible
si no existe ρ-subespacio W de V tal que W ̸= {0V } y W ̸= V .

Si ρ : G → GL es una representación y S es un ρ-subespacio de V tal que S ̸= {0V },
se dice que S que es irreducible si ρS es irreducible.

En otras palabras,
S es irreducible si no existe ρ-subespacio W de S tal que W ̸= {0V } y W ̸= S.
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Idea de descomposición de una representación en una suma directa

Supongamos que ρ : G → GL(V ) es una representación
y W1, W2 son dos subespacios ρ-invariantes tales que

V = W1 ∔ W2,

es decir,
V = W1 + W2, W1 ∩ W2 = {0V }.

En este caso, V se identifica con la suma directa W1 ⊕ W2,
y ρ se idenficia con la suma directa ρW1 ⊕ ρW2 .

Ejercicio: verificar estas afirmaciones.
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Teorema de Maschke sobre la existencia de un subespacio complementario

Teorema
Sea G un grupo finito, V un espacio vectorial complejo de dimensión finita,
ρ : G → GL(V ) una representación y W un ρ-subespacio de V .

Entonces, existe un ρ-subespacio U de V tal que

V = W ∔ U.
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Demostración, paso 1: un complemento S del subespacio W

Sea S algún subespacio vectorial de V tal que V = W ∔ S.

Recordemos que S se puede construir usando bases.

Sea b1, . . . , bm una base del subespacio W .

Sean bm+1, . . . , bn ∈ V tales que b1, . . . , bn es una base de V .
La existencia de estos bm+1, . . . , bn es un teorema conocido de álgebra lineal.

En este contexto, podemos construir S como

S := lin(bm+1, . . . , bn).
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Demostración, paso 2: proyección de V sobre W a lo largo de S

Como V = W ∔ S,
∀v ∈ V ∃!w ∈ W v − w ∈ S.

Por lo tanto, la siguiente definición es consistente.

Definimos Q : V → V ,

∀v ∈ V Qv ∈ W ∧ v − Qv ∈ S.

En el siguiente paso, vamos a modificar Q.
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Demostración, paso 3: definición de P

Definimos P : V → V ,

Pv := 1
#G

∑
g∈G

ρ(g−1)Qρ(g)v .

Obviamente, P es un operador lineal.
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Demostración, paso 4: im(P) ⊆ W

Pv := 1
#G

∑
g∈G

ρ(g−1)Qρ(g)v .

Mostremos que im(P) ⊆ W .

Sea v ∈ V . Para cada g en G , tenemos que Qρ(g)v ∈ W .

Como W es ρ-invariante, para cada g en G ,

ρ(g−1)Qρ(g)v ∈ W .

Finalmente, como W es un subespacio, Pv ∈ W .
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Demostración, paso 5: P es un morfismo de representaciones

Pv := 1
#G

∑
g∈G

ρ(g−1)Qρ(g)v .

Si x ∈ G , entonces

Pρ(x)v

= 1
#G

∑
g∈G

ρ(g−1)Qρ(g)ρ(x)v = 1
#G

∑
g∈G

ρ(g−1)Qρ(gx)v

Hacemos el cambio de variable h = gx , g = hx−1 (la función g 7→ xg es biyectiva).

Pρ(x)v = 1
#G

∑
h∈G

ρ(xh−1)Qρ(h)v = ρ(x)

 1
#G

∑
h∈G

ρ(h−1)Qρ(h)

 v = ρ(x)Pv .
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Demostración, paso 6: P2 = P y P[W ] ⊆ W

Mostremos que Pw = w para cada w en W .

Pw = 1
#G

∑
g∈G

ρ(g−1)Q ρ(g)w︸ ︷︷ ︸
∈W

= 1
#G

∑
g∈G

ρ(g−1)ρ(g)w = 1
#G

∑
g∈G

w = w .

Una consecuencia: P[W ] = W .

Otra consecuencia: P2 = P.
En efecto, si v ∈ V , entonces

P2v = P
(

Pv︸︷︷︸
∈W

)
= Pv .
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Demostración, paso 7 (final): U := ker(P)

Hemos mostrado que P2 = P, im(P) = W y P conmuta con ρ.

Pongamos U := ker(P).

Por las propiedades generales de operadores idemponentes,

V = im(P) ∔ ker(P) = W ∔ U.

Como P pertenece al centralizador de ρ (en otras palabras, P es un morfismo),
su núcleo U es ρ-invariante.
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Representaciones completamente reducibles

Sea ρ : G → GL(V ) una representación y V ̸= {0V }.

Se dice que ρ es completamente reducible
si existen ρ-subespacios W1, . . . , Wr de V tales que

V = W1 ∔ · · · ∔ Wr

y W1, . . . , Wr son ρ-irreducibles.
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Descomposición en subespacios irreducibles

Algunos autores usan el término “teorema de Maschke” para el siguiente resultado.

Teorema
Si G un grupo finito, V es un espacio vectorial complejo de dimensión finita y ρ : G → GL(V ),
entonces ρ es completamente reducible.
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Demostración: reformulamos el teorema en forma inductiva

Suponemos que G es un grupo finito fijo.

Para cada n en N, denotemos por A(n) la siguiente afirmación:

para cada V de dimensión n,
para cada representación ρ : G → GL(V ),
ρ es completamente reducible.

Demostremos que A(n) se cumple para cada n en N.

Usamos la inducción matemática.
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Demostración: base de inducción

Sea n = 1.

Suponemos que dim(V ) = 1 y ρ : G → GL(V ) es una representación.

Por las propiedades de dimensiones,
si W es un subespacio de V , entonces W = {0V } o W = V .

Por lo tanto, V no tiene subespacio W tal que W = {0V } y W ̸= V .

Hemos demostrado A(1).
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Demostración: paso de inducción, inicio

Sea n ∈ N tal que n ≥ 2.
Demostremos A(n) suponiendo que A(m) se cumple para cada m < n.

Sea V un espacio vectorial tal que dim(V ) = n y sea ρ : G → GL(V ) una representación.

Si ρ es irreducible, entonces ponemos r := 1, W1 := V y obtenemos el resultado.

Supongamos que existe un ρ-subespacio W de V tal que S ̸= {0V } y S ̸= V .

Usando el teorema de Maschke encontramos un ρ-subespacio U de V tal que

V = W ∔ U.
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Demostración: paso de inducción, final

Como 0 < dim(W ) < n y dim(W ) + dim(U) = n, obtenemos que 0 < dim(U) < n.

Aplicamos la hipótesis de inducción a los subespacios W y U.
De manera más formal, aplicamos A(dim(W )) con ρW y aplicamos A(dim(U)) con ρU .

Obtenemos ρ-subespacios irreducibles S1, . . . , Sp de W
y ρ-subespacios irreducibles Sp+1, . . . , Sr de U tales que

W = S1 ∔ · · · ∔ Sp, U = Sp+1 ∔ · · · ∔ Sr .

Concluimos que
V = S1 ∔ · · · ∔ Sr .
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