El anillo de convolucion sobre un semigrupo finito

Objetivos. Estudiar la definicién y las propiedades bésicas del anillo de convolucion
sobre un semigrupo finito.

Prerrequisitos. Semigrupos, monoides y grupos, el producto de Minkowski de dos con-
juntos en un semigrupo (o la suma de Minkowski, en la notacién aditiva), el soporte de
una funcion, anillos.

Definicién 1. Sean X un conjunto y R un anillo. El soporte de una funciéon f: X — R
es el conjunto de los puntos del dominio X, en los cuales f toma valores no nulos:

supp(f) = f'[R\ {0r}], esto es, supp(f) = {z € X: f(z) # Or}.

Observacién 2. La Definicion 1 se utiliza en algebra, cuando el dominio X no tiene
ninguna topologia o esta dotado de la topologia discreta. En el contexto de analisis y
topologia, cuando X es un espacio topoldgico, el soporte de una funcién se puede definir
como la cerradura del conjunto {a: €X: f(x)#£0 R}. Para las funciones medibles defini-
das en un espacio de Borel, el soporte esencial se define de manera atin mas complicada.

Definicién 3. Sean G un semigrupo finito y R un anillo asociativo. Denotemos por A al
conjunto de todas las funciones G — R:

A = RC.
Dadas f, g en A, definimos su suma de manera usual:

(f * g)(x) = f(z) + g(x).

Dado 2z en GG, pongamos
M, = {(z,y) € G*: zy=z}.

Dadas f, g en A, definimos su convolucion de la siguiente manera:

(fx9)(z)= D> fl@)gy).

(z,y)EM:
Si el conjunto T, es vacio, entonces la suma correspondiente se define como Op.

Observaciéon 4. Estos apuntes se generalizan de manera trivial a la situacién cuando G
no es finito, pero tiene la siguiente propiedad: para cada z en G, el conjunto M, es finito.

Proposicion 5. Si f,g € A, entonces

supp(f + g) € supp(f) U supp(g).
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Idea de demostracion. Notamos que para cada x en X,
(fle)=0 A g(x)=0) = f(z)+g(x)=0.
Pasando a la forma contrapositiva, obtenemos el resultado. O

Definicién 6 (el producto de Minkowski de dos conjuntos en un semigrupo). Dados
X,Y C G, denotamos por XY su producto de Minkowski:

XY::{zeG: dJre X dyeVY $y:z}.
Proposicién 7. Si R es un dominio entero y f,g € A, entonces

supp(f * g) C supp(f) supp(g).
Demostracidn. Sean f,g € A. Sea z € supp(f * g). Entonces, M, # 0 y
> f2)g(y) # Or.
(z,y)EM,

Elegimos (a,b) € M, tal que f(a)g(b) # Or. Como R es un dominio entero, concluimos
que

f(CL) 7é 0R7 g(b) 7£ OR‘
Los puntos a y b tienen las siguientes propiedades:
a € supp(f),  be€supp(g), z=ab
Esto implica que z € supp(f) supp(g). O

Proposicién 8 (la operacién * es distributiva respecto a la operacién +). Si f, g, h € A,
entonces

(f+g)xh=(f+h)+(gxh),  fx(g+h)=(f*g)+(f*h)

Demostracion. Demostremos solamente la primera igualdad (la segunda se demuestra de
manera similar). Supongamos que z € G.

(F+9)xn)(z)= Y (fl@)+g@)hy)= D (f@)h(y) +g(x)hly))

(z,y)eM. (z,y)EM,
= > fl + Y g@)h(y) = (fxh)(2)+ (g h)(z). O
(z,y)EM, (z,y)EM,

Proposicién 9 (la convolucién de tres funciones). Sean f,g,h € A. Para cada t € G,
PONGaMOs

Vi ={(z,y,2) € G*: (ay)z =t}.

Entonces, para cada t en G,

(fxg)xh) ()= D> fl@)gly)h(2).

(z,y,2)EV;
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Demostracion. Tenemos que aplicar la definicién de la convolucién dos veces:

(Frg)xh)t)= Y (fxg)h(z)= ) Y. f@gly) | hiz)

(s,2)EM; (s,2)eM; \ (z,y)EMs

Pongamos
Jio={(2,y.2,5): (s,2) € My, (x,y) € M,}.

En otras palabras,
Jy = {(x,y, 2,8): sz =1, xy = 8} = {(m,y,z,s): (xy)z =t, zy = s}.

Definimos ¢: J; — V,
e(x,y,2,5) = (z,y,2).

Debido a la condicién xy = s en la descripcién de J;, es facil de ver que ¢ es una biyeccién.
Su inversa actia mediante la regla

o N (2,y,2) = (2,y, 2, 2Y).

Por lo tanto, la suma se puede transformar de la siguiente manera:

(frg)xh)(t)= > fl@gwhz)= > flx)gy)h(z). O

(w,y,Z’S)GJt (m,y,z)EV}

Ejercicio 10. Demuestre que si f,g,h € A, entonces para cada t en G,

(fx(g=h)®)= > fl@)gly)h(2).

('1‘7y7z)6‘/t

Utilice la suposicion que la operacion en GG es asociativa y represente el conjunto V; en la
forma

Vi={(z,y,2) € G°: x(yz) =t}.
Proposicién 11 (la operacion de convolucion es asociativa). Si f,g,h € A, entonces
(f xg)xh=[x(gxh).
Demostracion. Se sigue de la Proposicion 9 y del Ejercicio 10. O]
Teorema 12. A es un anillo asociativo.
Demostracion. Se sigue de las proposiciones anteriores. O
Proposiciéon 13. Si R es conmutativo, entonces A es conmutativo.

Demostracion. Ejercicio. O
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Proposicion 14. Si G es un monoide con cancelacion y R tiene identidad, entonces A
tiene identidad.

Demostracion. Usamos la suposicion que G tiene un elemento neutro 1g. Definimos
u: G — R,

lr, z=1g;

OR, X % 1(;.

u(z) =

Sea f € A. Demostremos que f*xu = f.
Sea z € G. Notemos que (z,1g) es un elemento de M,.
Si (z,y) € M, tal que y = 1, entonces usamos la igualdad

rlg =2 =z21g,

aplicamos la ley de cancelacion y obtenemos que z = z.
Se sigue que si (z,y) € M, y x # z, entonces y # 1g. Luego

(fxu)(z) = f(ulle)+ > fl2)g(y) = f(2)1g + 0r = f(2). O

(z,y)EM: z#2

Definicién 15. Por simplifidad, supongamos que R es conmutativo. Dados £ en Ry f
en A, definimos £f: G — R,

() (@) =& f ().

Es facil de ver que A es un moédulo conmutativo sobre R.

Proposiciéon 16. 5i G es un monoide con cancelacion y R es un campo, entonces A es
un dlgebra sobre R, asociativa, conmutativa y con identidad.

Observacién 17. En vez de escribir los elementos de A como funciones, en varios li-
bros de algebra y de la teoria de representaciones los elementos de A se escriben como
“combinaciones lineales formales” de los elementos de G, con coeficientes en R:

191 + 71292 + ... + TmGm.

Se puede ver que si multiplicamos las combinaciones lineales formales aplicando ciertas
leyes usuales, entonces obtenemos nuevos coeficientes por la misma ley que esta escrita
en la Definicion 3.
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