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Objetivos de este tema

En este tema, estamos trabajando con grupos finitos

y sus representaciones lineales sobre espacios vectoriales complejos de dimensién finita.

Nuestro objetivo:

@ demostrar que cada subespacio invariante tiene un complemento invariante;
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Prerrequisitos para este tema

@ subespacio invariante de una representacion;

@ la suma directa de espacios vectoriales.
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@ Repaso de definiciones y conceptos auxiliares

9 Descomposiciones en subespacios invariantes

9 Teorema: existencia de un complemento invariante para un subespacio invariante
e Primera demostracién: simetrizamos un operador de proyeccién

@ Segunda demostracién: usamos un producto interno tal que la representacién es unitaria

© Ejemplo
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@ Repaso de definiciones y conceptos auxiliares
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Repaso: subespacio invariante (estable) de una representacion

Sea p: G — GL(V) una representacién y sea W un subespacio de V.

Se dice que W es un subespacio invariante o estable respecto p, si

Vg e G Yw e W p(g)w e W.
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Repaso: subespacio invariante (estable) de una representacion

Sea p: G — GL(V) una representacién y sea W un subespacio de V.

Se dice que W es un subespacio invariante o estable respecto p, si

Vg e G Yw e W p(g)w e W.

También se dice que W es un p-subespacio de V (o G-subespacio de V).
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El centralizador (conmutante) de una representacién

Sea p: G — GL(V) una representacioén del grupo G.
L(V) = L(V, V) es el dlgebra de todos los operadores lineales V — V.

El centralizador de p se define como el conjunto de todos los morfismos entre p y p:

Clp) = {T eL(V): VgeG Tp(g)= p(g)T}.

Es facil ver que C(p) es una subéalgebra de L(V). Mas ain, | € C(p).
T

>V
r(g) Ip(g)
T v
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Repaso: el nicleo y la imagen de un operador

que conmuta con la representacion

Proposicién
Si p: G — GL(V) es una representacion del grupo Gy T € C(p),
entonces ker(T) e im(T) son p-invariantes.
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Repaso: sumas directas de subespacios de un espacio vectorial

Sea V un espacio vectorial y sean Wy, W, sus subespacios vectoriales de V.

Se dice que V es una suma directa de Wi y Ws y se escribe
V=W+W,

siV=W+W,y WpnW,={0y}.

En esta situacion,

YveV dl(a, b) € W1 x Ws v=a+b.
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Repaso: existencia de un subespacio vectorial complementario

Proposicién

Si V es un espacio vectorial de dimensién finita y W es un subespacio vectorial de V/,
entonces existe un subespacio vectorial U de V tal que

V=W-+U.
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Repaso: existencia de un subespacio vectorial complementario

Proposicién
Si V es un espacio vectorial de dimensién finita y W es un subespacio vectorial de V/,
entonces existe un subespacio vectorial U de V tal que

V=W+U.

Idea de demostracién.
Sea (b1, ..., bm) una base ordenada de W.
Encontramos by41, ..., b, en V tales que

(b1,..., bmybmy1,...,bn) es una base ordenada de V.
Pongamos U := lin(bm+1, ..., bp).
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Repaso: la imagen de un operador idempotente

Proposicién
Si Q € L(V) tal que @ = Q, entonces

im(Q)={veV: Qu=v}=ker(l - Q).
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Repaso: la imagen de un operador idempotente

Proposicién
Si Q € L(V) tal que @ = Q, entonces

im(Q)={veV: Qu=v}=ker(l - Q).

Demostracién: ejercicio.
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Repaso: la imagen de un operador idempotente

Proposicién
Si Q € L(V) tal que @ = Q, entonces

im(Q)={veV: Qu=v}=ker(l - Q).

Demostracién: ejercicio.

Corolario
Si Q € L(V) tal que Q% = Q, entonces

im(/ — Q) = ker(Q).
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Repaso: sumas directas y proyecciones

Proposicién
Si V= W 4 U, entonces existe un tnico Q € L(V) tal que

@P=0Q, imQ) =W, ker(Q)=U.
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Idea de demostracién, unicidad

Supongamos que V = W 4 U, Q € L(V),

@P=Q, imQ) =W, ker(Q)=U.
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Idea de demostracién, unicidad

Supongamos que V = W 4 U, Q € L(V),

@P=Q, imQ) =W, ker(Q)=U.

Dado v en V/, existe un dnico par (w,u) en W x U tal que v = w + u.
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Idea de demostracién, unicidad

Supongamos que V = W 4 U, Q € L(V),

@P=Q, imQ) =W, ker(Q)=U.

Dado v en V/, existe un dnico par (w,u) en W x U tal que v = w + u.

Por otro lado,

Qv eim(Q) =W, (I—Q)veim(l — Q) =ker(Q) = U, Qv+ (I—Q)v=v.

Concluimos que Qv = w.
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|dea de demostracidn, existencia

Supongamos que V = W + U.
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|dea de demostracidn, existencia

Supongamos que V = W + U.
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|dea de demostracidn, existencia

Supongamos que V = W + U.

Dado v en V, existe un dnico par (w,u) en W x U tal que v = w + u.

Pongamos Qv = w.

Esto significa que Qv e Wy (I — Q)v e U.
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|dea de demostracidn, existencia

Supongamos que V = W + U.

Dado v en V, existe un dnico par (w,u) en W x U tal que v = w + u.

Pongamos Qv = w.
Esto significa que Qv e Wy (I — Q)v e U.

Es facil ver que Q tiene las propiedades deseadas.
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Repaso: proyecciones y sumas directas

Proposicién
SiQelL(V)y Q%= @, entonces

V =im(Q) + ker(Q).
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Repaso: proyecciones y sumas directas

Proposicién
SiQelL(V)y Q%= @, entonces

V =im(Q) + ker(Q).

Demostracion. Si v € V, entonces

v=Qv+(I-—Q)veim(Q)+im(l— Q) =im(Q) + ker(Q).

Si w € im(Q) N ker(Q), entonces

w = Qw = 0y.
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© Descomposiciones en subespacios invariantes

18/39



Proyeccién sobre un subespacio p-invariante

Proposicién

Sean V un espacio vectorial, W y U subespacios vectoriales de V tales que
V=W+U,
y sea P € L(V) tal que
im(P) =W, ker(P) = U.

Sea p: G — GL(V) una representacion.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Wy U son p-invariantes;

(b) p€C(p).
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Demostracién, (a)=-(b)

Supongamos que W y U son p-invariantes.
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Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que W y U son p-invariantes.
Dado v en V, pongamos w = Pv, u € (I — P)v. Obtenemos que

Vv=w+u, we W, ueU.
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Demostracién, (a)=(b)
Supongamos que W y U son p-invariantes.

Dado v en V, pongamos w = Pv, u € (I — P)v. Obtenemos que

Vv=w+u, we W, ueU.

Luego, para cada g en G,

Pp(g)v
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Demostracién, (a)=(b)
Supongamos que W y U son p-invariantes.

Dado v en V, pongamos w = Pv, u € (I — P)v. Obtenemos que

Vv=w+u, we W, ueU.

Luego, para cada g en G,

Pp(g)v =

20/39



Demostracién, (a)=(b)
Supongamos que W y U son p-invariantes.

Dado v en V, pongamos w = Pv, u € (I — P)v. Obtenemos que

Vv=w+u, we W, ueU.

Luego, para cada g en G,

Pp(g)v = Pp(g)(u + w)
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Demostracién, (a)=(b)
Supongamos que W y U son p-invariantes.

Dado v en V, pongamos w = Pv, u € (I — P)v. Obtenemos que

Vv=w+u, we W, ueU.

Luego, para cada g en G,

Pp(g)v = Pp(g)(u+w) =
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Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que W y U son p-invariantes.

Dado v en V, pongamos w = Pv, u € (I — P)v. Obtenemos que

Vv=w+u, we W, ueU.

Luego, para cada g en G,

Pp(g)v = Pp(g)(u+w) = P( p(g)w ) + P(g_(g/)_g)
ew cev
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Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que W y U son p-invariantes.

Dado v en V, pongamos w = Pv, u € (I — P)v. Obtenemos que

Vv=w+u, we W, ueU.
Luego, para cada g en G,
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Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que W y U son p-invariantes.

Dado v en V, pongamos w = Pv, u € (I — P)v. Obtenemos que

Vv=w+u, we W, ueU.

Luego, para cada g en G,

Pp(g)v = Pp(g)(u+w) = P( p(g)w ) + P(g_(g/)_g) = p(g)w
ew cev
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Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que W y U son p-invariantes.

Dado v en V, pongamos w = Pv, u € (I — P)v. Obtenemos que

Vv=w+u, we W, ueU.
Luego, para cada g en G,

Pp(g)v = Pp(g)(u+w) = P( p(g)w ) + P(g_(g/)_g) = p(g)w =
ew cev
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Demostracién, (a)=(b)

Supongamos que W y U son p-invariantes.

Dado v en V, pongamos w = Pv, u € (I — P)v. Obtenemos que

Vv=w+u, we W, ueU.

Luego, para cada g en G,

Pp(g)v = Pp(g)(u+w) = P( p(g)w ) + P(g_(g/)_g) = p(g)w = p(g)Pv.
ew cev
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Demostracién, (b)=(a)

Supongamos que P € C(p).
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Demostracién, (b)=(a)

Supongamos que P € C(p).

En este caso, sabemos que im(P) e im(P) son p-invariantes.
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Demostracién, (b)=(a)

Supongamos que P € C(p).

En este caso, sabemos que im(P) e im(P) son p-invariantes.

Concluimos que W y U son p-invariantes.
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9 Teorema: existencia de un complemento invariante para un subespacio invariante
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Teorema sobre la existencia de un subespacio complementario invariante
para un subespacio invariante

Teorema

Sea G un grupo finito, V' un espacio vectorial complejo de dimensién finita,
p: G — GL(V) una representacién y W un p-subespacio de V.

Entonces, existe un p-subespacio U de V tal que

V=W-+4U.
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Teorema sobre la existencia de un subespacio complementario invariante
para un subespacio invariante

Teorema

Sea G un grupo finito, V' un espacio vectorial complejo de dimensién finita,
p: G — GL(V) una representacién y W un p-subespacio de V.

Entonces, existe un p-subespacio U de V tal que

V=W-+4U.

Otra forma del teorema:
existe P € C(p) tal que P> = P e im(P) = W.
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Vamos a estudiar dos demostraciones del teorema:

@ considerar un operador de proyeccién sobre W'y simetrizarlo;

@ usar un producto interno tal que p es unitaria.
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e Primera demostracién: simetrizamos un operador de proyeccién
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Demostracién, paso 1: una proyecciéon Q tal que im(Q) = W

Sea S algiin subespacio vectorial de V tal que V= W + S.
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Demostracién, paso 1: una proyecciéon Q tal que im(Q) = W

Sea S algiin subespacio vectorial de V tal que V= W + S.
Sea Q € L(V) tal que
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Demostracién, paso 1: una proyeccién Q tal que im(Q)

Sea S algiin subespacio vectorial de V tal que V= W + S.
Sea Q € L(V) tal que

En el siguiente paso, vamos a modificar Q.

7%
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Demostracion, paso 2:  definicién de P

Definimos P: V — V,
1
P = ZC Z p(g ) Qp(g).

geai
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Demostracion, paso 2:  definicién de P

Definimos P: V — V,
1
P = ZC Z p(g 1) Qp(g).

geai

Obviamente, P es un operador lineal.
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Demostracién, paso 3: P es un morfismo de representaciones

1

P = e

> p(g™h)@p(8).

geai

Si x € G, entonces

Pp(x)
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Demostracién, paso 3: P es un morfismo de representaciones

1
P=— HQ .
7c g;p(g )Qp(g)
Si x € G, entonces
Po() = = 3 ple 1) Qu(g)o(x)

4G

geai
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Demostracién, paso 3: P es un morfismo de representaciones

P = #16 > p(g™h)@p(8).

geG

Si x € G, entonces

Pox) = = 3 ple ) Qu(8)r(x) = 5= O (e ) Qulex)

geai #GgEG
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Demostracién, paso 3: P es un morfismo de representaciones

P = #16 > p(g™h)@p(8).

geaG
Si x € G, entonces

Po(x) = #1@ 3= e )00lE)nt) - #1G 3 ola e

Hacemos el cambio de variable h = gx, g = hx~! (la funcién g ~ gx es biyectiva).

Pp(x)
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Demostracién, paso 3: P es un morfismo de representaciones

7Zp(g

ge(;
Si x € G, entonces

Po(x) = #1@ 3= e )00lE)nt) - #1G 3 ola e

Hacemos el cambio de variable h = gx, g = hx~! (la funcién g ~ gx es biyectiva).

Zp(xh ( > p(h” )

heG heG
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Demostracién, paso 3: P es un morfismo de representaciones

7Zp(g

ge(;
Si x € G, entonces

Po(x) = #1@ 3= e )00lE)nt) - #1G 3 ola e

Hacemos el cambio de variable h = gx, g = hx~! (la funcién g ~ gx es biyectiva).
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Demostracién, paso 3: P es un morfismo de representaciones

P = #1G > p(g™h)@p(8).

geaG
Si x € G, entonces

Po(x) = #1@ 3= e )00lE)nt) - #1G 3 ola e

Hacemos el cambio de variable h = gx, g = hx~! (la funcién g ~ gx es biyectiva).

Po(x) = o= " o) Qp(h) = p(x) (#IG > p(h-1>op(h)) — p(x)P.

#G heG heG
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Demostracion, paso 4:  im(P) C W

1

Pv= 2% geZG p(g 1) Qp(g)v.

Mostremos que im(P) C W.
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Demostracion, paso 4:  im(P) C W

1
Pvi=-——3" p(g"")Qp(g)v.

Mostremos que im(P) C W.
Sea v € V. Para cada g en G, tenemos que Qp(g)v € W.

Como W es p-invariante, para cada g en G,

p(g ") Qp(g)v e W.

Finalmente, como W es un subespacio, Pv € W.
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Demostracion, paso 5: Vvwe W Pw=w

Mostremos que Pw = w para cada w en W.

72[) ) Q,o

gEEG
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Demostracion, paso 5: Vvwe W Pw=w

Mostremos que Pw = w para cada w en W.

72[) ) )Qple)w
g€(§ VV
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Demostracion, paso 5: Vvwe W Pw=w

Mostremos que Pw = w para cada w en W.

Pw = #IG S e )Qple)w = 2= 3 plg Hnleg)w

geai cw #GgeG
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Demostracion, paso 5: Vvwe W Pw=w

Mostremos que Pw = w para cada w en W.

Pw= e 3 e )Qplelw = 2 3 ole nle)w =

geai cw #GgeG
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Demostracion, paso 5: Vvwe W Pw=w

Mostremos que Pw = w para cada w en W.

Pw= 2 3 e )Qplelw = = 3 ple nlelw = g S w

€6 ew
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Demostracion, paso 5: Vvwe W Pw=w

Mostremos que Pw = w para cada w en W.

Pw = #IG S p(e HQp(g)w = i@ > e olew = 2 o w=

€6 ew
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Demostracion, paso 5: Vvwe W Pw=w

Mostremos que Pw = w para cada w en W.
Pw= =3 (e )Qple)w = = X ole olg)w = 5= Y w=w
#G =’ G '

€6 ew

Esto implica que P[W] = W.
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P2=P, im(P)=W

Demostracion, paso 6:

Hemos mostrado que
Yw e W Pw = w.
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P2=P, im(P)=W

Demostracion, paso 6:

Hemos mostrado que
Yw e W Pw = w.

Esto implica que P? = P.
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Demostracién, paso 6: P> =P, im(P)= W

Hemos mostrado que

Esto implica que P? = P.

En efecto, si v € V, entonces
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Demostracién, paso 6: P> =P, im(P)

Hemos mostrado que

Esto implica que P? = P.

En efecto, si v € V, entonces

Mas adn, como im(P) C W'y
W = P[W] C im(P),

tenemos que im(P) = W.
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Demostracién, paso 7 (final): U := ker(P)

Hemos mostrado que P?> = P, im(P) = W y P conmuta con p.

Pongamos U := ker(P).
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Demostracién, paso 7 (final): U := ker(P)

Hemos mostrado que P?> = P, im(P) = W y P conmuta con p.

Pongamos U := ker(P).
Por las propiedades generales de operadores idemponentes,

V =im(P) + ker(P) = W + U.
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Demostracién, paso 7 (final): U := ker(P)

Hemos mostrado que P?> = P, im(P) = W y P conmuta con p.

Pongamos U := ker(P).
Por las propiedades generales de operadores idemponentes,
V =im(P) + ker(P) = W + U.

Como P € C(p), ker(P) es p-invariante.
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e Segunda demostracién: usamos un producto interno tal que la representacién es unitaria
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Segunda demostracién, paso 1
Encontramos un producto interno (-,-) en V tal que

p €s unitaria respecto a este producto interno:

Vx e G Va,be V (p(x)a, p(x)b) = (a, b).
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Segunda demostracién, paso 1

Encontramos un producto interno (-,-) en V tal que

p €s unitaria respecto a este producto interno:

Vx e G Va,be V (p(x)a, p(x)b) = (a, b).

Definimos U como el complemento ortogonal de W:

U= w, esto es, U={veV: YweW (v,w)=0}.
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Segunda demostracién, paso 2

Como U = W, tenemos que
V=WegU.

En particular, esto implica que
V=WwW-+U.
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Segunda demostracion, paso 3

Mostremos que U es p-invariante.
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Mostremos que U es p-invariante.

Sea u € Uy sea x € G. Mostremos que p(x)u € U, es decir, p(x)u e W+,
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Segunda demostracion, paso 3

Mostremos que U es p-invariante.
Sea u € Uy sea x € G. Mostremos que p(x)u € U, es decir, p(x)u e W+,

Dado w en W,
(p(x)u, w)
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Segunda demostracion, paso 3

Mostremos que U es p-invariante.
Sea u € Uy sea x € G. Mostremos que p(x)u € U, es decir, p(x)u e W+,

Dado w en W,
(p(x)u, w) =

36 /39



Segunda demostracion, paso 3

Mostremos que U es p-invariante.
Sea u € Uy sea x € G. Mostremos que p(x)u € U, es decir, p(x)u e W+,
Dado w en W,

(p(x), w) = (u, p(x 1)) = 0.

———
cew
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© Ejemplo
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Ejemplo 1
G=17, V=C?

01
k 4 27) = Jk, J= .
o( ) L 0]

Ya hemos estudiado esta representacién en clases anteriores.
. 1 . 1 : 1
W =lin(e; + &) =C A S =lin(e) =C ol U:=lin(eg —e)=C A

Es facilverque V=W+S y V=W+U,

pero W, U son p-invariantes y S no es p-invariante.
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Ejemplo 2

Sea G un grupo finito arbitrario y sea V = C3. Para cada g en G, pongamos

Obviamente, p es una representacion.
Para cada subespacio W de V, W es p-invariante. Sean
W = lin(e1), S =lin(ex — e3, €3), U = lin(ez, e3).

W tiene varios subespacios complementarios p-invariantes.
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