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Objetivos de este tema

En este tema, suponemos que V' es un espacio vectorial complejo de dimensién finita n.
Vamos a repasar los siguientes conceptos y teoremas:

@ Correspondencia entre C" y V.
o La matriz de cambio de base.

o Correspondencia entre matrices y operadores.

El cambio de la matriz asociada al cambiar la base.
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Prerrequisitos para este tema

Base (ordenada) de un espacio vectorial.
@ Transformaciones lineales.

@ Operaciones con matrices.

El algebra de operadores lineales, el dlgebra de matrices.
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@ La matriz asociada a un operador respecto a una base
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Transformaciones lineales

En este tema, trabajamos solamente con espacios vectoriales complejos de dimensién finita.

Dados espacios vectoriales V' y W, denotamos por L(V, W)
el conjunto de todas las transformaciones lineales V — W.

L(V, W) es un espacio vectorial.
Iso(V, W) := el conjunto de las transformaciones lineales invertibles V — W.
L(V) :=L(V, V) es el dlgebra de todos los operadores lineales V — V.

GL(V) == lIso(V, V) es el grupo de los isomorfismos V — V' (automorfismos de V).
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El isomorfismo inducido por una base (ordenada)

Sea V un espacio vectorial complejo y sea A = (a1, ..., an) una base de V.
Definimos ¢ 4: C" — V,

n
P gx = Z Xk k-
k=1

De la definicién de base ordenada, se sigue que ® 4 € Iso(C", V).
Por lo tanto, existe CD;‘l: vV — C".

Notacién: para v en V,

6/19



Correspondencia entre las bases de C" y V

Sea A = (a1,...,ap) una base de V y sea £ = (ey,...,ep) la base canénica en C":

eq = [0g.klk=1-

Proposicién

Paracadagen {1,....n}, ®ueg=2a; y ¢ 'ag=eq. J

Demostracion.
n

b peq = Z(eq)kak = Z dq.kak = agq.

k=1 k=1
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El operador asociado a una matriz respecto a una base

Sea A= (a1,...,an) una base de V' y sea M € M,(C).

Definimos W 4(M): V — V,
W A(M) = d MO,
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Correspondencia entre los operadores y las matrices

W A(M) = MO,

Proposicién
W : Mp(C) — L(V) es un isomorfismo de algebras complejas con identidad. J

Demostracién: ejercicio.
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La matriz asociada a un operador respecto a una base

Notacién: dado T en L(V), T4 =W, }(T).

Proposicién

Sean A una base de V, T € L(V), M € M,(C).
Son equivalentes:

(@) Va(M) =T,
(b) Ta=M,

(c) Vke{1,...,n} Tak = Z Mi; aj.
j=1
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Demostracién, (c)=(c)

Supongamos que W (M) = T, esto es, <1>AI\/I<I>;1:l = T, esto es,
To =M.

Luego, para cada k en {1,...,n},
n

n
Tak = T(DAek = d)AMek = Z(Mek)jaj = Z I\/Ij,kaj.
j=1 j=1
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Demostracién, (c)=(a)

Supongamos que

Vk € {1,...,n} Tak:ZMj’kaj.
j=1

Demostremos que W 4(M) = T. Para cada x en C", tenemos que

O Mx =) (Z MLka) 3= x (Z vakaf)
k=1 Jj=1

j=1 \k=1

= Zxk Tay =T (Z xkak> = TP yx.
k=1

k=1

Luego dAM=Tdy y T =M =V,y(M).
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© Cambio de base
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La matriz de cambio de base

Sean A= (a1,...,an) y B= (b1,...,b,) bases ordenadas de V
y sea P € GL(n,C) la matriz de cambio de base:

n
bk = Z Pj,kaj.
Jj=1

Por ejemplo, sin=3y

P11 P12 Pi3
P=1Py1 Pz P3|,
P31 P3x P33

entonces

by = P12a1 + Papap + P32as.
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Cambio de base

Teorema
Sean Ay B bases de V y sea P la matriz de cambio de base. Entonces,

o g =dyP,
o o ' = Poyt,
e VveV vy=Pvs.
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Demostracion

Estamos suponiendo que P es la matriz de cambio de base:

n
VkG{l,...,n} bk:ZPj,kaj.
j=1
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Demostracion

Estamos suponiendo que P es la matriz de cambio de base:

n
VkG{l,...,n} bk:ZPj,kaj.
j=1

SixeCn,

bpx = Z Xkby = Z X (Z PLkQJ') = Z (Z PJ-’kxk) aj = ® 4(Px).
k=1 k=1 j=1 k=1

j=1
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Demostracion

Estamos suponiendo que P es la matriz de cambio de base:

n
VkG{l,...,n} bk:ZPj,kaj.
j=1

Six e C",

n

bpx = Z Xkby = Z X (Z PLkQJ') = Z (Z PJ-’kxk) aj = ® 4(Px).
k=1 k=1 j=1 k=1

j=1
Hemos demostrado que &5 = ® 4 P.
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Demostracion

Hemos demostrado que
bp = dyP.
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Demostracion

Hemos demostrado que
bp = dyP.

Multiplimos por d>;‘1 del lado izquierdo y por CDgl del lado derecho:

ot = Pogh.
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Demostracion

Hemos demostrado que

O = D4P.

Multiplimos por d>;‘1 del lado izquierdo y por CDgl del lado derecho:

ot = Pogh.

Luego, para cada ven V,

va = Pug.
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Cambio de base y operadores

Teorema
Sean Ay B bases de V.

e Para cada M en M,(C),
V(M) = Vg(PMP).

@ Paracada T en L(V),
v H(T) =PI (TP

@ Paracada T en L(V),

Tg = P 1T4P.
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Demostracién
Recordamos que

Pp=04P, Ot =Pogt V(M) =ML

Luego
VA(M) = d MOt = dP I MPO L = Wg(PTIMP).

SiTel(V)yM=T,4= \U;tl(T), entonces
T = Vg(PtMP),

Te=V}(T)=P W H(T)P =P 1T P.
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