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Objetivos de este tema

En este tema, estamos trabajando con grupos finitos

y sus representaciones lineales sobre espacios vectoriales complejos de dimensién finita.

Vamos a
@ introducir el concepto del centralizador de una representacion;

@ conocer ejemplos.
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Prerrequisitos para este tema

@ el concepto de morfismo de representaciones;

o el algebra de operadores lineales en un espacio vectorial.
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© Repaso
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Transformaciones lineales

En este tema, trabajamos solamente con espacios vectoriales complejos de dimensién finita.

Dados espacios vectoriales V' 'y W, denotamos por L(V, W) o Hom(V, W)
el conjunto de todas las transformaciones lineales V — W.

L(V, W) es un espacio vectorial.
L(V) = L(V, V) es el algebra de todos los operadores lineales V — V.

Dado un espacio vectorial V/, denotamos por GL(V') al grupo de sus automorfismos
(isomorfismos V — V).
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Representaciones lineales finito-dimensionales de grupos finitos

En este tema, trabajamos solamente con grupos finitos.

Una representacién lineal de un grupo G sobre un espacio vectorial V
es un homomorfismo p: G — GL(V).

Vamos a trabajar solamente con representaciones lineales,

por eso decimos simplemente representacion .

Si dim(V) = n, se dice que n es el grado de la representacién p.
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Morfismo de representaciones (operador de entrelace)

Sean p: G — GL(V) y 0: G — GL(W) representaciones del grupo G.

Un morfismo entre p y o es una transformacion lineal T: V — W tal que

Vge G  Tp(g)=o0(g)T.

% T w
r(g) o(g)
% Ll W

También se dice que T es es un operador de entrelace entre py o.
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© EI centralizador de una representacién
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El centralizador (conmutante) de una representacién

Sea p: G — GL(V) una representacién.

El centralizador de p se define como el conjunto de todos los morfismos entre p y p:

Clp) = {T €eL(V): VgeG Tpg)= p(g)T}-

Otra notacién: End,(V).

r(g)

=
&
\'
-
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El centralizador (conmutante) de una representacién

Proposicién J

C(p) es una subélgebra de L(V). Ademis, Iy € C(p).
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El centralizador (conmutante) de una representacién

Proposicién

C(p) es una subélgebra de L(V). Ademis, Iy € C(p).

Idea de demostracion.

Mostremos que si S, T € C(p), entonces ST € C(p). En efecto, para cada g en G,

STp(g) = Sp(g)T = p(g)ST.
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El nicleo e imagen de un operador perteneciente al centralizador

Proposicién
Sea p: G — GL(V) una representacién y sea T € C(p).

Entonces, ker(p) e im(p) son subespacios p-invariantes, es decir,

Vge G pg)lker(T)] C ker(T),  p(g)lim(T)] < im(T).
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El nicleo e imagen de un operador perteneciente al centralizador

Proposicién
Sea p: G — GL(V) una representacién y sea T € C(p).

Entonces, ker(p) e im(p) son subespacios p-invariantes, es decir,

Vge G pg)lker(T)] C ker(T),  p(g)lim(T)] < im(T).

Demostracién: ejercicio.
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Ejemplos
(3
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Ejemplo 1

G = S3. Denotamos sus elementos de la siguiente manera:

o (123 1 23 , (1
e=a = s a—= , a =
1 23 2 31 312
1 23 1 23 1
b= , ab = , a’b =
2 1 3 321 1 32

Es facil ver que en este ejemplo a° = e, b*> = e.

N N
w w
N—— ~~—
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Ejemplo 1

Sea g3 = exp %
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Ejemplo 1

2mi

Sea 3 == exp 5.

Definimos p: G — GL2(C),

Sk €k
p(ak>=[03 E?k], p(akb>:[?k 3].

3 €3 0

Ejercicio: demostrar que p es una representacion.

14/18



Ejemplo 1

Calculemos el centralizador de p. Sea X € C(p).
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[Xz,l Xz,z] _ lxl,z X1,11
X1 Xi2 Xop Xo1
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Ejemplo 1

Calculemos el centralizador de p. Sea X € C(p).

Consideramos la igualdad p(b)X = Xp(b):

X2 1 X2 2 Xl 2 Xl 1
[ ’ ’ ] = [ ’ ’ 1 = X11 = X2p, Xo,1 = X1.
X1 Xi2 Xop Xo1
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Ejemplo 1

Calculemos el centralizador de p. Sea X € C(p).

Consideramos la igualdad p(b)X = Xp(b):

X X X X
[ 2,1 2,2] _ l 1,2 1,11 . Xi1 = Xoo, Xo1 = Xio.

X1 Xi2 Xop Xo1

Consideramos la igualdad p(a)X = Xp(a):

l€3X1,1 €3X1,2] _ [83)(1,1 63_1X1,2]

—1 1 1
g3 Xo1 €3 X22 e3Xo1 €3 Xop
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Calculemos el centralizador de p. Sea X € C(p).

Consideramos la igualdad p(b)X = Xp(b):

X X X X
[ 2,1 2,2] _ l 1,2 1,11 . Xi1 = Xoo, Xo1 = Xio.

X1 Xi2 Xop Xo1

Consideramos la igualdad p(a)X = Xp(a):

—1
l€3X1,1 €3X1,2] _ [83)(1,1 €3 X12

1 =
e3Xo1 €3 Xop

-1 -1
£3 X2,1 €3 X272
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Ejemplo 1

Calculemos el centralizador de p. Sea X € C(p).
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—1
l€3X1,1 €3X1,2] _ [83)(1,1 €3 X12

—1 1 1
g3 Xo1 €3 X22 e3Xo1 €3 Xop

X = X17112. Luego C(p) = CIQ

= X11 = X2p, Xo,1 = X1.
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Ejemplo 1

Calculemos el centralizador de p. Sea X € C(p).

Consideramos la igualdad p(b)X = Xp(b):

[Xz,l Xz,z] _ lxl,z X1,11
X1 Xi2 Xop Xo1

Consideramos la igualdad p(a)X = Xp(a):

—1
l€3X1,1 €3X1,2] _ [83)(1,1 €3 X12

—1 1 1
g3 Xo1 €3 X22 e3Xo1 €3 Xop

X = X1,1h. Luego C(p) = Ch. Por lo tanto, p es irreducible.

= X11 = X2p, Xo,1 = X1.

] — X172 = X2’1 =0.
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

a0 1]
-1 -1
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

1
A= O , A
-1 -1
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

1
A= 0 , A% =
-1 -1
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

1 -1 -1
A= 0 , A% = ,
-1 -1 1 0

16/18



Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

1 -1 -1
A= ° ., A= , A
-1 -1 1 0
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

1 -1 -1
A= ° ., A= , A=
-1 -1 1 0
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

1 -1 -1 1
A= ° ., A= Com= PO
-1 -1 1 0 01
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

1 -1 -1 1
A = 0 I A2 = ] A3 — 0 =
-1 -1 1 0 01
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

0 1 -1 -1 10
A= ) A2 - ) A3 = = I2'
-1 -1 1 0 01
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p(k 4 372) = Ak
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

0 1 -1 -1 10
A= ) A2 - ) A3 = = /2'
-1 -1 1 0 01

Sean G = Z3, V = C2. Definimos p: G — GL3(C),
p(k 4 372) = Ak

Como el grupo G es conmutativo y dim(V) = 2, concluimos que

p es reducible (tiene un subespacio invariante de dimensién 1).

Concluimos que C(p) contiene no solamente matrices escalares.
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Ejemplo 2: calculemos C(p) de manera explicita

Obviamente, X € C(p) ssi AX — XA = 0. Notemos que

AX — XA = 0 1] lXLl Xm] _ [Xl,l X1,2] [ 0 1]

-1 —1] [Xo1 X2 Xo1 Xop| -1 -1
_ [ X X2 ] B [—Xm X11— X1,2]
|—X11—Xo1 —X12— Xop2 —Xo2 Xo1—Xop
_ [ X2+ Xaa —X11+ X2+ Xz,ﬂ
= X110 — Xo1 + Xop2 X120 — Xo1
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Ejemplo 2: la forma explicita de C(p)

X2+ Xo1 —X11+ X124+ Xop

X € C(p) = [
—X1,1— Xo1 + Xo0 —X12— Xo1

] = O2x2.

Encontramos la forma general de los elementos de C(p):

X: X 10 0 1
X — 1,1 1,2 — Xi1 + Xia ‘
—X172 X171 — X172 01 -1 -1

Conclusién:
C(p)=CIl+CA.
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