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Objetivos

@ repasar los primeros conceptos de la teoria de representaciones;

@ demostrar que el nicleo y la imagen de un morfismo de representaciones

son subespacios invariantes;

@ demostrar el lema de Schur.
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Prerrequisitos

@ el concepto de morfismo entre representaciones;
@ el concepto de representacioén irreducible;

@ conceptos basicos de algebra lineal.
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@ Definiciones basicas

© El nicleo y la imagen de un morfismo

© Lema de Schur

@ Corolario: estructura de morfismos entre dos representaciones irreducibles

© Corolario: representaciones irreducibles de grupos conmutativos

© Ejemplos
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@ Definiciones basicas
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Representaciones lineales finito-dimensionales de grupos finitos

En este tema, trabajamos solamente con grupos finitos

y solamente con espacios vectoriales complejos de dimension finita.

Dado un espacio vectorial V/, denotamos por GL(V/) al grupo de sus automorfismos
(isomorfismos V — V).

Una representacién (lineal) de un grupo G sobre un espacio vectorial V
es un homomorfismo p: G — GL(V).
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Morfismos entre representaciones

Sean p: G — GL(V) y 0: G — GL(W) representaciones del grupo G.

Un morfismo entre p y o es una transformacién lineal ¢: V — W tal que

Vge G  op(g)=o(g)p

Otros términos: ¢ es un mapeo G-lineal, ¢ entrelazapy o.

% d w
r(g) o(g)
% 4 w
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Una receta para promediar/simetrizar una transformacion lineal

y convertirla en un morfismo de representaciones

Proposicién
Sean p: G — GL(V) y o: G — GL(W) representaciones del grupo G, y sea ¢ € L(V, W).

Definimos ©: V — W, .
== alg N en(e).
#6 %

Entonces, 1) € Homg , ,(V, W).
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Demostracion

Para cada x en G,

Yp(x)
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Demostracion

Para cada x en G,

Yp(x) = #ng%:Gcr(g_l)gop(g)p(x) fgx g=hx
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Demostracion
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Demostracion

Para cada x en G,

bp(x) = = 3 o(g Y )op(g)plx) St #IG S o(xhY)pp(h)

#6 heG

_ #1@ S o (x)a(hY)ep(h)
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Demostracion

Para cada x en G,

bp(x) = = 3 o(g Y )op(g)plx) St #IG S o(xhY)pp(h)

#6 heG

_ #1@ S o(x)o(hY)pp(h) =

heG
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Demostracion

Para cada x en G,
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Para cada x en G,
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El espacio vectorial de morfismos

Denotamos por L£(V, W) al conjunto de todas las transformaciones lineales V — W.
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El espacio vectorial de morfismos
Denotamos por L£(V, W) al conjunto de todas las transformaciones lineales V — W.

Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones del grupo G,

denotamos por Homg , -(V, W) al conjunto de todos morfismos entre p y o:

Homg ,o(V, W) = {Lp eL(V,W): VgeG pp(g)= a(g)cp}.
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El espacio vectorial de morfismos
Denotamos por L£(V, W) al conjunto de todas las transformaciones lineales V — W.

Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones del grupo G,

denotamos por Homg , -(V, W) al conjunto de todos morfismos entre p y o:

Homg ,o(V, W) = {Lp eL(V,W): VgeG pp(g)= J(g)cp}.

Proposicién

Homg , +(V, W) es un subespacio vectorial de L(V, W).

Demostracién: ejercicio.
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El centralizador de una representacion

Sea p: G — GL(V) una representacion.

El centralizador o conmutante de p se define como el conjunto de todos los operadores
lineales T: V — V que conmutan con p(g) para cada g en G:

Clp)={p e L(V): VeecG ¢n(g)=r(g)r}.
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El centralizador de una representacion

Sea p: G — GL(V) una representacion.

El centralizador o conmutante de p se define como el conjunto de todos los operadores
lineales T: V — V que conmutan con p(g) para cada g en G:

Clp)={p e L(V): VeecG ¢n(g)=r(g)r}.

Otra notacién:  Endg ,(V).

Notemos que siempre Cl\, C C(p), donde

Cly ={Xly: XeC}.
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Composicién de morfismos

Ejercicio. Sean p: G — GL(V), 0: G — GL(W), 7: G — GL(X) representaciones,
¢ € Homg , -(V, W), ¥ € Homg (W, X). Mostrar que 1 € Homg , -(V, X).

(L%
r(g) o(g) 7(g)
% d v X
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El morfismo identidad

Sea p: G — GL(V) una representacion.
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El morfismo identidad

Sea p: G — GL(V) una representacion.

Denotamos por Iy al operador identidad V — V:

lv(x) =x (x e V).
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El morfismo identidad

Sea p: G — GL(V) una representacion.

Denotamos por Iy al operador identidad V — V:

lv(x) =x (x e V).

Ejercicio. Sean p: G — GL(V) y 0: G — GL(V) representaciones.

Mostrar que

Yo € HomGJW(V7 W) oly = ¢,

Yo € HomGﬁ’p(V7 W) Iwe = .
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El morfismo identidad

Sea p: G — GL(V) una representacion.

Denotamos por Iy al operador identidad V — V:
lv(x) =x (x e V).

Ejercicio. Sean p: G — GL(V) y 0: G — GL(V) representaciones.
Mostrar que

Yo € Hom(;J,’(,(V7 W) oly = ¢,

Yo € HomGﬁ’p(V7 W) Iwe = .
Debido a este resultado, podemos decir que /y es el morfismo identidad de p.
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Isomorfismos entre representaciones

Sean p: G — GL(V) y 0: G — GL(W) representaciones del grupo G.

Un morfismo ¢ € Homg , ,(V, W) se llama isomorfismo entre py o
si existe ¢ € Homg , (W, V) tal que Y = Iv y o9 = I .
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si existe ¢ € Homg , (W, V) tal que Y = Iv y o9 = I .

Proposicién

Si ¢ € Homg , ,(V, W) es una transformacién lineal invertible,
entonces ¢~ € Homg , ,(V, W).
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Isomorfismos entre representaciones

Sean p: G — GL(V) y 0: G — GL(W) representaciones del grupo G.

Un morfismo ¢ € Homg , ,(V, W) se llama isomorfismo entre py o
si existe ¢ € Homg , (W, V) tal que Y = Iv y o9 = I .

Proposicién
Si ¢ € Homg , ,(V, W) es una transformacién lineal invertible,
entonces ¢~ € Homg , ,(V, W).

En otras palabras, si ¢ es un morfismo de representaciones y es un isomorfismo lineal,

entonces es un isomorfismo de representaciones.
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Demostracion

Supongamos que ¢ € Homg , ,(V, W) y ¢ es una transformacion lineal invertible.
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Demostracion

Supongamos que ¢ € Homg , ,(V, W) y ¢ es una transformacion lineal invertible.

Para cada g en G, tenemos que

v lo(g)
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Demostracion

Supongamos que ¢ € Homg , ,(V, W) y ¢ es una transformacion lineal invertible.

Para cada g en G, tenemos que

1

o lo(g) =¢ lo(g)pe !
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Demostracion

Supongamos que ¢ € Homg , ,(V, W) y ¢ es una transformacion lineal invertible.

Para cada g en G, tenemos que

1 _1 €Homg , - (V,W)

o lo(g) = to(g)py
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Demostracion

Supongamos que ¢ € Homg , ,(V, W) y ¢ es una transformacion lineal invertible.

Para cada g en G, tenemos que

1 _1 €Homg , - (V,W)

o lo(g) = to(g)py -

o top(g)et = plg)e

17/46



Subespacio invariante (estable) de una representacion

Sea p: G — GL(V) una representacién y sea W un subespacio de V.

Se dice que W es un subespacio invariante o estable respecto p, si

Vg e G Yw e W p(g)w e W.
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Subespacio invariante (estable) de una representacion

Sea p: G — GL(V) una representacién y sea W un subespacio de V.

Se dice que W es un subespacio invariante o estable respecto p, si

Vg e G Yw e W p(g)w e W.

También se dice que W es un p-subespacio de V (o G-subespacio de V).
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Teorema de Maschke (repaso breve)

Teorema

Si p: G — GL(V) es un morfismo y W es un p-subespacio de V/,
entonces existe un p-subespacio U de V tal que V = W + U.
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Teorema de Maschke (repaso breve)

Teorema

Si p: G — GL(V) es un morfismo y W es un p-subespacio de V/,
entonces existe un p-subespacio U de V tal que V = W + U.

Si, ademas, suponemos que W # {0y} y W # V,

entonces p es isomorfa a la suma directa de sus restricciones:

p=pWapl
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Proyeccién sobre un subespacio p-invariante

Proposicién

Sea p: G — GL(V) una representacién y sea W un p-subespacio de V.
Entonces, existe P € C(p) tal que P> = P e im(P) = W.
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Proyeccién sobre un subespacio p-invariante

Proposicién

Sea p: G — GL(V) una representacién y sea W un p-subespacio de V.
Entonces, existe P € C(p) tal que P> = P e im(P) = W.

Primera demostracién: esta contenida en la demostracién del teorema de Maschke.
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Proyeccién sobre un subespacio p-invariante

Proposicién
Sea p: G — GL(V) una representacién y sea W un p-subespacio de V.
Entonces, existe P € C(p) tal que P> = P e im(P) = W.

Primera demostracién: esta contenida en la demostracién del teorema de Maschke.

Segunda demostracion: usaremos solamente el resultado del teorema de Maschke.

20/46



Segunda demostracion

Sea U un p-subespacio de V tal que V = W + U.
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Segunda demostracion

Sea U un p-subespacio de V tal que V = W + U.
Sea P € L(V) tal que P2 = P, im(P) = W y ker(P) = U.
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Segunda demostracion

Sea U un p-subespacio de V tal que V = W + U.

Sea P € L(V) tal que P> = P, im(P) = W y ker(P) = U.
Si v € V, entonces

v=w-+u, w = Pv, u=(l—P)v.
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Segunda demostracion

Sea U un p-subespacio de V tal que V=W + U.

Sea P € L(V) tal que P> = P, im(P) = W y ker(P) = U.
Si v € V, entonces
v=w+u, w = Pv, u=(l—P)v.
Luego, para cada g en G,
Pp(g)v = P(p(g)w) + P(p(g)u)

—— ——
cew ceu
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Segunda demostracion

Sea U un p-subespacio de V tal que V=W + U.

Sea P € L(V) tal que P> = P, im(P) = W y ker(P) = U.
Si v € V, entonces
v=w+u, w = Pv, u=(l—P)v.
Luego, para cada g en G,
Pp(g)v = P(p(g)w) + P(p(g)u) =

—— ——
cew ceu
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Segunda demostracion

Sea U un p-subespacio de V tal que V=W + U.

Sea P € L(V) tal que P> = P, im(P) = W y ker(P) = U.
Si v € V, entonces
v=w+u, w = Pv, u=(l—P)v.
Luego, para cada g en G,
Pp(g)v = P(p(g)w) + P(p(g)u) = p(g)w

—— ——
cew ceu
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Segunda demostracion

Sea U un p-subespacio de V tal que V=W + U.

Sea P € L(V) tal que P> = P, im(P) = W y ker(P) = U.
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Segunda demostracion

Sea U un p-subespacio de V tal que V=W + U.

Sea P € L(V) tal que P> = P, im(P) = W y ker(P) = U.
Si v € V, entonces
v=w+u, w = Pv, u=(l—P)v.
Luego, para cada g en G,
Po(g)v = P(p(g)w) + P(p(g)u) = p(g)w = p(g)Pv.

—— ——
cew ceu
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Representaciones irreducibles

Una representacion p: G — GL(V) se llama irreducible
si V # {0y} y no existe p-subespacio W de V tal que W # {0y} y W # V.

22/46



Representaciones irreducibles

Una representacion p: G — GL(V) se llama irreducible
si V # {0y} y no existe p-subespacio W de V tal que W # {0y} y W # V.

Si p: G — GL es una representacién y S es un p-subespacio de V tal que S # {0y},

se dice que S que es irreducible si p° es irreducible.
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Representaciones irreducibles

Una representacion p: G — GL(V) se llama irreducible
si V # {0y} y no existe p-subespacio W de V tal que W # {0y} y W # V.

Si p: G — GL es una representacién y S es un p-subespacio de V tal que S # {0y},
se dice que S que es irreducible si p° es irreducible.

En otras palabras,
S es irreducible si no existe p-subespacio W de S tal que W # {0y} y W # S.
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© El nicleo y la imagen de un morfismo
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El ndcleo de un morfismo de representaciones es un subespacio invariante

Proposicién

Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones de un grupo Gy
¢ € Homg , - (V, W), entonces ker(¢) es un subespacio p-invariante de V.
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Proposicién
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Demostracion. Si v € ker(¢) y g € G, entonces

o(p(g)v)
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Proposicién
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Demostracion. Si v € ker(¢) y g € G, entonces
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Proposicién
Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones de un grupo Gy
¢ € Homg , - (V, W), entonces ker(¢) es un subespacio p-invariante de V.

Demostracion. Si v € ker(¢) y g € G, entonces
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El ndcleo de un morfismo de representaciones es un subespacio invariante

Proposicién
Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones de un grupo Gy
¢ € Homg , - (V, W), entonces ker(¢) es un subespacio p-invariante de V.

Demostracion. Si v € ker(¢) y g € G, entonces

o(p(g)v) = a(g)pv =0o(g)0w = Ow,

asi que p(g)v € ker(y).
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La imagen de un morfismo de representaciones es un subespacio invariante

Proposicién

Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones de un grupo G y
¢ € Homg , -(V, W), entonces im(y) es un o-subespacio de W.

Demostracion.
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La imagen de un morfismo de representaciones es un subespacio invariante

Proposicién

Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones de un grupo G y
¢ € Homg , -(V, W), entonces im(y) es un o-subespacio de W.

Demostracion.

Sea w € im(y). Elegimos v en V tal que w = pv.
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Proposicién
Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones de un grupo G y
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Demostracién.
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Proposicién
Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones de un grupo G y
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La imagen de un morfismo de representaciones es un subespacio invariante

Proposicién
Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones de un grupo G y
¢ € Homg , -(V, W), entonces im(y) es un o-subespacio de W.

Demostracién.
Sea w € im(y). Elegimos v en V tal que w = pv.
Luego, para cada g en G,

o(g)w = a(g)pv = (p(g)v)

25 /46



La imagen de un morfismo de representaciones es un subespacio invariante

Proposicién
Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones de un grupo G y
¢ € Homg , -(V, W), entonces im(y) es un o-subespacio de W.

Demostracién.
Sea w € im(y). Elegimos v en V tal que w = pv.
Luego, para cada g en G,

o(g)w = o(g)pv = w(p(g)v) €
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La imagen de un morfismo de representaciones es un subespacio invariante

Proposicién
Sip: G— GL(V)yo: G— GL(W) son representaciones de un grupo G y
¢ € Homg , -(V, W), entonces im(y) es un o-subespacio de W.

Demostracién.
Sea w € im(y). Elegimos v en V tal que w = pv.
Luego, para cada g en G,

o(g)w = a(g)pv = p(p(g)v) € im(p).

25 /46



© Lema de Schur
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Lema de Schur

El “Lema de Schur” consiste de los siguientes dos teoremas importantes.

Teorema (lema de Schur para homomorfismos de representaciones irreducibles)

Sean p: G — GL(V) y 0: G — GL(W) representaciones irreducibles
y sea ¢ € Homg , ,(V, W).

Entonces, ¢ es un isomorfismo o ¢ es cero.

Teorema (lema de Schur para automorfismos de representaciones irreducibles)

Una representacién p: G — GL(V) es irreducible <= C(p) = Cly,.
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Lema de Schur para homomorfismos de representaciones irreducibles

Teorema

Sean p: G — GL(V) y 0: G — GL(W) representaciones irreducibles
y sea ¢ € Homg , ,(V, W).

Entonces, ¢ es un isomorfismo o ¢ es cero.

Otra forma légica: si ¢ no es cero, entonces ¢ es un isomorfismo.
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Demostracion

Ya sabemos que ker(p) es un p-subespacio de V e im(y) es un o-subespacio de W.
Ademis, V % {0y} y W # {Ow).
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Demostracion

Ya sabemos que ker(p) es un p-subespacio de V e im(y) es un o-subespacio de W.
Ademis, V % {0y} y W # {Ow).

Como p es irreducible, ker(¢) = {0y} o ker(p) = V.
Como o es irreducible, im(¢) = {Ow} o im(p) = W.

Caso I. ker(p) = V.

En este caso, im(¢) = {Ow} y ¢ es cero.

Caso IlI. ker(y) = {0y }.

Como ker(¢p) 75 , tenemos que im(p) # {Ow }.
Luego im(p) =
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Lema de Schur para automorfismos de representaciones irreducibles

Teorema

Una representacién p: G — GL(V) es irreducible <= C(p) = Cly. J

En forma mas detallada, Cly es el dlgebra de todos los operadores escalares:

Cl:={Al: xeC).
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Demostracion, =

Supongamos que p es irreducible.
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Supongamos que p es irreducible.
Sea ¢ € C(p).

Como ¢ € L(V) y V es un espacio vectorial complejo,
existe A € C tal que X es un valor propio de ¢,

esto es, Al — ¢ no es un isomorfismo.
Por el lema de Schur (primera parte), A\l — ¢ = 0.

Luego ¢ = Al.
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Demostracion, <«

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que C(p) = C/, pero p no es irreducible.

Sea W un p-subespacio de V tal que W # {0y} y W # V.
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Demostracion, <«

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que C(p) = C/, pero p no es irreducible.
Sea W un p-subespacio de V tal que W # {0y} y W # V.

Sea P € C(p) tal que P> = Py im(P) = W.

Por la suposiciéon, P = Al para algin A en C.

Notamos que N2/ = P2 =P =\, dedonde A\=00 XA = 1.

Si A =0, entonces P = 0z(y) e W =im(P) = {0y }. Contradiccién.

Si A =1, entonces P =/ e W =im(P) = V. Contradiccién.
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@ Corolario: estructura de morfismos entre dos representaciones irreducibles
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El espacio de morfismos entre dos representaciones irreducibles

Proposicién
Sean p: G — GL(V) y 0: G — GL(W) representaciones irreducibles.
. Si existe un isomorfismo entre p y o, entonces dim(Homg ,,(V, W)) = 1.

Il. Si no existe un isomorfismo entre p y o, entonces dim(Homg , ,(V, W)) = 0.
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Demostracion

|. Supongamos que ¢ € Homg , ,(V, W)y ¢ es invertible.

Para cada 1 en Homg , ,(V, W), tenemos que

o1 € Endg (V) = C(p).
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Demostracion

|. Supongamos que ¢ € Homg , ,(V, W)y ¢ es invertible.

Para cada 1 en Homg , ,(V, W), tenemos que

o1 € Endg (V) = C(p).

Por la segunda parte del lema de Schur, existe A en C tal que ¢ ~1¢) = Ay
Concluimos que ¥ = Ap.

Il. Supongamos que todos los elementos de Homg ,, ,(V, W) no son invertibles.
Entonces, por la primera parte del lema de Schur,
cada elemento de Homg ,, ,(V, W) es la transformacién cero.
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Corolario: sobre el promedio de un operador lineal

Corolario

Sean G un grupo finito, V un espacio vectorial complejo de dimension n,

p: G — GL(V) una representacién irreducible del grupo Gy ¢ € L(V).
Definimos ¢: V — V,
= Z p(g Hen(8)
gﬁEG

Entonces,

S
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Demostracion

Z p(g H)en(e)

ngG
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Demostracion

)= #1G > (g Hen(e).

g€G
Ya sabemos que 1) € C(p).
Como p es irreducible, por la segunda parte del lema de Schur, existe A en C tal que
=M.

Aplicamos tr a ambos lados. Como tr(B~1AB) = tr(A), obtenemos que
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Demostracion

)= #1G > (g Hen(e).

geG
Ya sabemos que 1) € C(p).
Como p es irreducible, por la segunda parte del lema de Schur, existe A en C tal que
b= Al
Aplicamos tr a ambos lados. Como tr(B~1AB) = tr(A), obtenemos que
tr(¢) = An.
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© Corolario: representaciones irreducibles de grupos conmutativos
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Representaciones irreducibles de grupos conmutativos

Teorema

Si G es un grupo finito conmutativo,

V es un espacio vectorial complejo de dimensién finita
y p: G — GL(V) es una representacién irreducible,
entonces dim(V) = 1.
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Demostracion, inicio

1. Como G es conmutativo, para cada g, h en G tenemos que

p(g)p(h)
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Demostracion, inicio

1. Como G es conmutativo, para cada g, h en G tenemos que

p(g)p(h) = p(gh) = p(hg) = p(h)p(g).
Esto significa que

{r(g): g€ G} <C(p).
2. Como p es irreducible, por la segunda parte del lema de Schur concluimos que

Vge G dr, €C p(g) = Agl.
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Demostracion, final

3. Fijemos u € V, u # 0y. Consideremos el subespacio generado por u:

W = Cu, es decir, W = {¢u: &€ C}.
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3. Fijemos u € V, u # 0y. Consideremos el subespacio generado por u:

W = Cu, es decir, W = {¢u: &€ C}.

Mostremos que W es p-invariante.

Dado v en W, encontramos & en C tal que v = £u. Luego

p(g)(§u) = Ep(g)u = EAgu e W.

4. Como Cu es p-invariante, Cu # {0y} y p es irreducible,
V =Cu.
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© Ejemplos
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Ejemplo 1

G = S3. Denotamos sus elementos de la siguiente manera:

o (123 1 23 , (1
e=a = s a—= , a =
1 23 2 31 312
1 23 1 23 1
b= , ab = , a’b =
2 1 3 321 1 32

Es facil ver que en este ejemplo a° = e, b®> = e.

N N
w w
N— — ~~—
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Ejemplo 1

Sea g3 = exp %
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Ejemplo 1

2mi

Sea 3 == exp 5.

Definimos p: G — GL2(C),

Ejercicio: demostrar que p es una representacion.
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Ejemplo 1

Calculemos el centralizador de p. Sea X € C(p).
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Ejemplo 1

Calculemos el centralizador de p. Sea X € C(p).

Consideramos la igualdad p(b)X = Xp(b):

[Xz,l Xz,z] _ lxl,z X1,11
X1 Xi2 Xop Xo1

Consideramos la igualdad p(a)X = Xp(a):

1
l€3X1,1 €3X1,2] _ [83)(1,1 €3 X12

~1 1 1
g3 Xo1 €3 X22 e3Xo1 €3 Xop

X = X1,1h. Luego C(p) = Ch. Por lo tanto, p es irreducible.

= X11 = X2, X211 = X1.

] — X172 = X2’1 =0.
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

a0 1]
-1 -1
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Sean G = Z3, V = C?. Definimos p: G — GL3(C),
p(k + 32) = Ak

Como el grupo G es conmutativo y dim(V) = 2, concluimos que

p es reducible (tiene un subespacio invariante de dimensién 1).
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Ejemplo 2

Consideremos la siguiente matriz A y sus potencias:

0 1 -1 -1 10
A= ) A2 - ) A3 = = /2'
-1 -1 1 0 01

Sean G = Z3, V = C?. Definimos p: G — GL3(C),
p(k + 32) = Ak

Como el grupo G es conmutativo y dim(V) = 2, concluimos que

p es reducible (tiene un subespacio invariante de dimensién 1).

Ejercicio: encontrar un vector propio de A, encontrar un subespacio invariante de p.
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