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Examen parcial II. Variante α.
Supremo e ı́nfimo, ĺımites de funciones, continuidad de funciones,

teoremas sobre funciones derivables, análisis de la variación de las funciones,

fórmula de Taylor, convergencia uniforme, integral definida,

integrales impropias y series, funciones de varias variables.
Curso propedéutico de Cálculo para la Maestŕıa.

Nombre: Calificación:

El examen dura 120 minutos. Cada uno de los 10 problemas vale 12 %.

Problema 1.
Sean A y B subconjuntos no vaćıos de R. Demuestre que

sup(A+ B) = sup(A) + sup(B).

Problema 2.
Usando la definición del ĺımite demuestre que

ĺım
x→2

x− 3

(x− 2)2
= −∞.

Problema 3.

Demuestre que la función f(x) =
1

x
es continua en el intervalo (0,+∞), pero no es uniforme-

mente continua.

Problema 4.

Demuestre que la función f(x) = x+
1

x
es Lipschitz continua en el intervalo

[
1
2
,+∞).

Problema 5.
Dada la función f(x) = (x− 3)ex, encuentre su dominio y aśıntotas, intervalos de crecimento y
decrecimiento, intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo. Dibuje su gráfica.

Problema 6.
Expanda la función f en las potencias de x hasta x4:

f(x) =
sen(x)√
1+ x− 1

.



Problema 7.
Dada la sucesión de funciones fn : X→ R calcule la función ĺımite y determine si la convergencia
es uniforme o no:

fn(x) = x
n − xn+1, X = [0, 1].

Problema 8.
Halle (F−1) ′(0) si

F(x) =

x∫
π

cos(sen(t))dt.

Problema 9.
Para cada una de las siguientes series determine si esta es convergente o no:

∞∑
n=1

ln(n)

n2
,

∞∑
n=1

(−1)n

ln(n+ 5)
.

Problema 10.
Dada la función

f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
,

determine si existen o no los siguientes ĺımites:

ĺım
x→0
(

ĺım
y→0 f(x, y)

)
, ĺım

y→0
(

ĺım
x→0 f(x, y)

)
, ĺım

x→0
y→0 f(x, y).



Eng
ra

pe
aq

úı
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Examen parcial II. Variante β.
Supremo e ı́nfimo, ĺımites de funciones, continuidad de funciones,

teoremas sobre funciones derivables, análisis de la variación de las funciones,

fórmula de Taylor, convergencia uniforme, integral definida,

integrales impropias y series, funciones de varias variables.
Curso propedéutico de Cálculo para la Maestŕıa.

Nombre: Calificación:

El examen dura 120 minutos. Cada uno de los 10 problemas vale 12 %.

Problema 1.
Sea (an)

∞
n=1 una sucesión decreciente de números reales, esto es, an+1 6 an para todo n ∈ N.

Supóngase que su ı́nfimo
b := ı́nf{an : n ∈ N}

es finito. Demuestre que ĺım
n→∞an = b.

Problema 2.
Calcule el ĺımite:

ĺım
x→0
(
cos(x)

)cot2(3x)
.

Problema 3.
Sean f, g : [0, 1]→ [0,+∞) funciones continuas que satisfacen la siguiente condición:

sup
06x61

f(x) = sup
06x61

g(x).

Demuestre que existe t ∈ [0, 1] tal que f(t)2 − 7f(t) = g(t)2 − 7g(t).

Problema 4.
Demuestre que para todo x ∈

[
0, π

2

]
se cumple la desigualdad

sen(x) >
2

π
x.

Problema 5.

Dada la función f(x) =
x2

x− 2
, encuentre su dominio y aśıntotas, intervalos de crecimento y

decrecimiento, intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo. Dibuje su gráfica.



Problema 6.
Expanda la función f en las potencias de x hasta x5:

f(x) = tanh(x) =
senh(x)

cosh(x)
.

Problema 7.
Dada la sucesión de funciones fn : X→ R calcule la función ĺımite y determine si la convergencia
es uniforme o no:

fn(x) =
1

(x− n)2 + 16
, X = R.

Problema 8.
Calcule la integral:

π
2∫
0

sen8(t)dt.

Problema 9.
Calcule las sumas de las series:

∞∑
n=1

1

(n+ 2)(n+ 3)
,

∞∑
n=1

n

3n
.

Problema 10.
Calcule la matriz jacobiana y el diferencial de la función f en el punto (1, 0):

f(x, y) =

(
f1(x, y)
f2(x, y)

)
=

(
ln(x2 + y2)

arc tg y
x

)
.
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úı

N
o

do
bl

e

Examen parcial II. Variante γ.
Supremo e ı́nfimo, ĺımites de funciones, continuidad de funciones,

teoremas sobre funciones derivables, análisis de la variación de las funciones,

fórmula de Taylor, convergencia uniforme, integral definida,

integrales impropias y series, funciones de varias variables.
Curso propedéutico de Cálculo para la Maestŕıa.

Nombre: Calificación:

El examen dura 120 minutos. Cada uno de los 10 problemas vale 12 %.

Problema 1.
Sea (an)

∞
n=1 una sucesión creciente de números reales, esto es, an+1 > an para todo n ∈ N.

Supóngase que la sucesión no es acotada:

sup{an : n ∈ N} = +∞.
Demuestre que ĺım

n→∞an = +∞.

Problema 2.
Usando la definición del ĺımite demuestre que

ĺım
x→3−

x2 + 5

x− 3
= −∞.

Problema 3.
Demuestre que la función de Dirichlet

f(x) =

{
1, si x ∈ Q;

0, si x ∈ R \Q,

es discontinua en todo punto real.

Problema 4.
Demuestre que la función f(x) =

√
1+ x2 es Lipschitz continua en R.

Problema 5.

Dada la función f(x) = x2 +
1

x
, encuentre su dominio y aśıntotas, intervalos de crecimento y

decrecimiento, intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo. Dibuje su gráfica.



Problema 6.
Calcule el ĺımite usando las expansiones de Taylor-Maclaurin:

f(x) = ĺım
x→0
(

2 tg(x)

x+ sen(x)

)1/(1−cos(x))

.

Problema 7.
Dada la sucesión de funciones fn : X→ R calcule la función ĺımite y determine si la convergencia
es uniforme o no:

fn(x) =
nx2

n+ x
, X = [1,+∞).

Problema 8.
Halle los máximos y mı́nimos locales de la función

F(x) =

x∫
0

sen(t)

t
dt.

Problema 9.
Para cada una de las siguientes integrales impropias determine si esta es convergente o no:

+∞∫
1

dx

x
√
x
,

1∫
0

dx

x
√
x
.

Problema 10.
Dada la función

f(x, y) =
x2y+ xy2

x2 − xy+ y2
,

determine si existen o no los siguientes ĺımites:

ĺım
x→0
(

ĺım
y→0 f(x, y)

)
, ĺım

y→0
(

ĺım
x→0 f(x, y)

)
, ĺım

x→0
y→0 f(x, y).



Eng
ra

pe
aq

úı
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Examen parcial II. Variante δ.
Supremo e ı́nfimo, ĺımites de funciones, continuidad de funciones,

teoremas sobre funciones derivables, análisis de la variación de las funciones,

fórmula de Taylor, convergencia uniforme, integral definida,

integrales impropias y series, funciones de varias variables.
Curso propedéutico de Cálculo para la Maestŕıa.

Nombre: Calificación:

El examen dura 120 minutos. Cada uno de los 10 problemas vale 12 %.

Problema 1.
Sea A un subconjunto no vaćıo de R y sea λ > 0. Demuestre que

sup(λA) = λ sup(A).

Problema 2.
Usando la definición del ĺımite demuestre que

ĺım
x→−∞

x2

7− x
= +∞.

Problema 3.
Sea f : R→ R una función continua en el punto 5 y tal que f(5) = 3. Demuestre que:

i) existe un δ1 > 0 tales que f(x) > 1 para todo x ∈ (5− δ1, 5+ δ1);

ii) la función g(x) :=
1

f(x)
es continua en el punto 5.

Problema 4.
Demuestre que para todo x > 0 se cumple la desigualdad

ln(1+ x) >
x

x+ 1
.



Problema 5.

Dada la función f(x) =
x3

4(2− x)2
, encuentre su dominio y aśıntotas, intervalos de crecimento

y decrecimiento, intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo. Dibuje su gráfica.

Problema 6.
Calcule el ĺımite usando las expansiones de Taylor-Maclaurin:

f(x) = ĺım
x→0

cos(x)
√
1+ x2 − 1

x
(
sen(x) − tg(x)

) .

Problema 7.
Dada la sucesión de funciones fn : X→ R calcule la función ĺımite y determine si la convergencia
es uniforme o no:

fn(x) = x
n, X = [0, 1].

Problema 8.
Dibuje la siguiente figura en el plano cartesiano y calcule su área:{

(x, y) ∈ R2 : 2x 6 y 6 −
x2

2
+ 2x+ 2

}
.

Problema 9.
Para cada una de las siguientes integrales impropias determine si esta es convergente o no:

+∞∫
1

e−3x dx,

1∫
0

dx

x3
.

Problema 10.
Calcule la matriz jacobiana y el diferencial de la función f en el punto (1, π):

f(x, y) =

(
f1(x, y)
f2(x, y)

)
=

(
x sen(y)√
x2 + cos(y)

)
.
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Examen parcial II. Variante ε.
Supremo e ı́nfimo, ĺımites de funciones, continuidad de funciones,

teoremas sobre funciones derivables, análisis de la variación de las funciones,

fórmula de Taylor, convergencia uniforme, integral definida,

integrales impropias y series, funciones de varias variables.
Curso propedéutico de Cálculo para la Maestŕıa.

Nombre: Calificación:

El examen dura 120 minutos. Cada uno de los 10 problemas vale 12 %.

Problema 1.
Sea A un subconjunto no vaćıo de R. Demuestre que

sup(−A) = − ı́nf(A).

Problema 2.
Usando la definición del ĺımite demuestre que

ĺım
x→−1+

x2

3
√
x+ 1

= +∞.

Problema 3.
Sea x0 ∈ R y sean f : R→ R y g : R→ R funciones continuas en el punto x0. Demuestre que la
función fg también es continua en el punto x0.

Problema 4.
Demuestre que para todo x > 0 se cumple la desigualdad

ex > 1+ ln(1+ x).

Problema 5.

Dada la función f(x) =
x+ 2

x− 1
, encuentre su dominio y aśıntotas, intervalos de crecimento y

decrecimiento, intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo. Dibuje su gráfica.



Problema 6.
Expanda la función f en las potencias de x hasta x4:

f(x) =
x

ex − 1
.

Problema 7.
Dada la sucesión de funciones fn : X→ R calcule la función ĺımite y determine si la convergencia
es uniforme o no:

fn(x) =
3n+ x

n
, X = R.

Problema 8.
Calcule la integral:

+∞∫
0

e−2x cos(3x)dx.

Problema 9.
Para cada una de las siguientes series determine si esta es convergente o no:

∞∑
n=1

n

3n + 5n
,

∞∑
n=1

ln(n)

n
.

Problema 10.
Calcule la matriz jacobiana y el diferencial de la función f en el punto (1, 2):

f(x, y) =

(
f1(x, y)
f2(x, y)

)
=

(
xy

x2 − y2

)
.


