Definicion del limite de una funcion.
Ejemplos para el caso lim f(x) =b € R

x—0

Vamos a estudiar qué significa la frase “f tiende al nimero b cuando su argumento tiende al
punto a”,
lim f(x) =0,

T—ra

en el caso, si la funcion f estd definida en todo el conjunto R de los niimeros reales, y los puntos
a y b son elementos de R, es decir, “puntos finitos”. Luego vamos a conocer también limites de
la forma
lim f(z) =", lim f(x) = +oo, ete.
z—4

T—+00

Definicién (la d-vecindad de un niimero real). Sea a € R y 6 > 0. Entonces el intervalo
(a—6,a+9)

se llama la d-vecindad de a. Denotemos este conjunto por V,(9).

1. Ejercicio (dos descripciones de la §-vecindad de un nimero real). Demuestre que
las siguientes condiciones son equivalentes:

a—d<z<a+0d = |z —al <é.

Definicién (limite finito de una funcién en un punto finito). Sea f: R — R y sean
a,beR.

lim f(z) =b = Ve >0 >0  VzeV, () f(x) € Vip(e).

T—ra

En otra forma,

r—a

lim f(x) =b <= Ve>0 36>0 VzreR <|x—a|<5 — |f(x)—b|<8).
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Esquema. Dada una funcién f y nimeros a,b, jcomo demostrar que lim f(z) = b usando
r—a

solamente la definicion?.

Hay que comprender que £ es un numero positivo cualquiera, lo tratamos como un data
inicial. Nuestra tarea consiste en construir un 6 > 0 de tal manera que |f(z) —b| < ¢ para todo
x que satisface |z —a| < §. Por lo comtn este 6 > 0 depende de ¢ y se puede definir como una
funcion de e.

Ejemplo. Con la definicién del limite demostrar que

lim(3 — 5z) = 3.

z—0
Solucion. Aqui f(x) =3 — 5z, a =0, b =3. Consideremos la diferencia |f(z) — b|:
() = b = (3= 52) — 3| = | — 5] = 5lal.

En este ejemplo es facil resolver la desigualdad |f(z) — b < e:

flx)—bl<e < |z < %
Definimos 6(¢) con la férmula () == % O
2. Ejercicio. Con la definicién del limite demuestre que
Hm (74 2x) =T7.
z—0
Solucion. f(x) = ,a = , b=
|f(z) =0 =
Resolvemos la desigualdad |f(z) — b| < e:
|f(z)—0b] <e =
Ponemos 6(¢) = O
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Ejemplo. Con la definicién del limite demostrar que

lim /7 = 0.

z—0
Solucion. f(x) =z, a=0,b=0.
|f (@) = b = |V/al.

La desigualdad |/x| < ¢ es equivalente a la desigualdad |z| < &3.

Ponemos 4(g) = &3.

3. Con la definicién del limite demuestre que

lim 22 = 0.
x—0
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Ejemplo. Con la definicién del limite demostrar que

lfm (3 — 2z + 2°) = 3.

z—0
Solucion detallada. Aqui f(z) =3 — 2z + 2%, a =0, b = 3. Notemos que
[f(2) =0l =[3 =2z +a” = 3] = | = 2z + 2?| < 2|+ [ = [z - (2 + [2]).

Nos interesa, qué pasa cuando x es bastante pequeno, por eso podemos suponer, por ejemplo,
que
|z| < 1. (1)

Entonces 2 + |z| < 3. Multiplicando esta desigualdad por |z| > 0 obtenemos:
21(2 -+ Jaf) < 3fe].
Para hacer la expresién 3|z| menor a € pedimos que

2l < . 2)

(5:min{1,§}.

Si |z| < §, entonces se cumplen ambas condiciones (1) y (2), por lo tanto es vélida la siguiente
cadena de igualdades y desigualdades:

Pongamos

1) (2)
|f(z) = bl =] — 2z +2®| <2z + |2 = |z|(2+ |z]) < 3|z| < e. O

Solucidon breve. Sea € > 0 arbitrario. Entonces

(3) (4)
|f(z) = bl =] =2z + 2% <2lz| + |z = [z](2+ |z]) < 3|z < e

donde pedimos las condiciones

|z <1 (3)
£
< . 4
ol < & (@)
Las condiciones (3) y (4) se cumplen si |z| < §, donde § = min {1, %} O
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4. Con la definicién del limite demuestre que

lim (2° — 42 + 5) = 5.
x—0

5. Con la definicion del limite demuestre que

HH(I) vr+8=2.
xr—r
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