Férmula de Taylor-Maclaurin
para algunas funciones elementales

Objetivos. Deducir las férmulas de Taylor-Maclaurin para las funciones

e, a’, In(1+ z), cos(x), sen(x), (14 2)P.
Requisitos. Tabla de las derivadas, notaciéon O de Landau, cotas superiores.

1. Férmula de Taylor. Sea f una funcién (n+1) veces derivable en un intervalo (a — 6, a+9)
y tal que su (n + 1)-ésima derivada es acotada en (a — d,a + 9):

If (@) <M Vxe(a—06,a+9).

Entonces para todo x € (a — d,a + J) se tiene la siguiente férmula:
—~ [®(a)
f(z) = ZT (x —a)* + p(2),
k=0

donde ¢ es una funciéon que cumple con la desigualdad

M|[E _ a|n+1

CFE Vo € (a—d,a+9).

|o(z)] <
En particular, ¢(z) € O((z — a)"*') cuando z — a.

2. Férmula de Maclaurin. Es el caso particular de la férmula de Taylor cuando a = 0. Sea f
una funcién (n + 1) veces derivable en un intervalo (—d,0) y tal que su (n + 1)-ésima derivada

es acotada en (—d,9):
|fr (@) < M Vo € (=4,06).

Entonces para todo x € (—6,0) se tiene la siguiente férmula:

donde ¢ es una funcién que cumple con la desigualdad

M’Jﬁln—H

CES] Vo € (—0,9).

|o(z)] <

En particular, p(z) € O(2""!) cuando = — 0.
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Desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién exp

3. Calcule las primeras derivadas de la funcién f(z) = e* y sus valores en el punto 0:

flz) = £(0) =
f'(x) = £(0) =
f(@) = f"(0) =
f(x) = £7(0) =

4. Sea f(x) = e”. Escriba las férmulas generales:
fP(w) = FR(0) =

5. Muestre que la (n + 1)-ésima derivada de la funcién f(x) = e* es acotada en cualquier
intervalo finito. Si x € (=6, 6), entonces

[f (@) =

IN

6. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(z) = e® hasta el término con z® y
con el término residuo O (z*):

et = + o+ 4+ 0.

7. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(x) = e” hasta el término con z™ y
con el término residuo O (x”“):

eF = + + + ...+ +0O(z™).

8. Escriba la férmula del ejercicio anterior usando el simbolo ) :

e’ = Z +(9(x(”+1)).
k=
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Desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién a®

En esta seccién suponemos que a es un nimero fijo tal que a > 0y a # 1.

9. Calcule las primeras derivadas de la funcién f(x) = a® y sus valores en el punto 0:

fz) = f(0) =
f'(w) = f1(0) =
f'(@) = 1"(0) =
f(w) = f"(0) =

10. Sea f(x) = a”. Escriba las férmulas generales:
) = F0) =

11. Muestre que la (n + 1)-ésima derivada de la funcién f(z) = a” es acotada en cualquier
intervalo finito. Si z € (—6,0), entonces

IN

[f (@) =

12. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(z) = o hasta el término con 2

y con el término residuo O(z*):
"=+ + + +0(a*).

13. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(z) = a” hasta el término con z"
y con el término residuo O(z"™):

=+ + + .+ +0O (z).

14. Escriba la férmula del ejercicio anterior usando el simbolo > :

az = Z +O(x(n+1))
ke
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Factoriales (repaso breve)
15. Calcule:

0l = 1= 2l = 3l =

16. Sea
1‘1:1, 1'2:1, [L’3:2, 274:6.

Escriba una férmula general:

Ty =
17. Simplifique:
5! o (k—1)!
4 8l k!

Alternacion de los signos
18. Escriba los primeros valores de la sucesién z, = (—1)™:

19. Escriba los primeros valores de la sucesién y,, = (—1)"":

Yo = U1 = Yo = Ys =

Formulas generales para sucesiones
20. Sea
T = —1, T2 = ]_, T3 = —2, Ty = 6,

Escriba una férmula general:
Ty =

Ty = —24.
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Desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién In(1 + x)

21. Calcule las primeras derivadas de la funcién f(x) = In(1 + z) y sus valores en el punto 0:

flz) = £(0) =
f(x) = £(0) =
() = £7(0) =
f"(@) = f(0) =
f(z) = F(0) =
fO(z) = FO(0) =

22. Sea f(z) = In(1 + z). Escriba las férmulas generales (para k > 1):

79(w) = 79(0) =

23. Muestre que la (n+1)-ésima derivada de la funcién f(x) = In(1+4x) es acotada en cualquier
intervalo (—6,0), donde § € (0,1). Si z € (=9, 9), entonces

24. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(z) = In(1 + z) hasta el término
con z* y con el término residuo O(z°):

In(1+2) = - + - +0(z").

25. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(z) = In(1 4 z) hasta el término
con z" y con el término residuo O (z"):

In(1+2x)= - + — ...+ +0 (2",

26. Escriba la férmula del ejercicio anterior usando el simbolo » :

In(1+z) =) +O (2,

k=
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Desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién cos

27. Calcule las primeras derivadas de la funcién f(x) = cos(x) y sus valores en el punto 0:

f(z) = f(0) =

f(@) = £(0) =
f(a) = f(0) =
f"(x) = £"(0) =
fO(x) = F0(0) =
fO(x) = F(0) =
fOx) = FO(0) =
fP(x) = F(0) =
fO(x) = FE(0) =
fOx) = FO(0) =

28. Notacién para escribir la alternacién de los signos.
Calcule los primeros valores de la sucesién ay = (—1)*:

ag = (—1)0 = ap = a9 = a3 =

Calcule los primeros valores de la sucesién by, = (—1)F+1:

by = by = by = bs

29. Se considera la funcién f(z) = cos(x). Escriba una férmula general para sus derivadas de
6rdenes pares:

FO (z) = FER(0) =
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30. Se considera la funcién f(z) = cos(x). Escriba una férmula general para sus derivadas de
ordenes impares:

f(2k+l)($) _ f(2k+1)(0) _

31. Muestre que todas las derivadas de la funcién f(x) = cos(x) son acotadas en R:

Ve e R }f(”)(a:)‘ <

32. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(x) = cos(z) incluyendo los su-
mandos con coeficientes nulos, hasta el término con 27, con el término residuo O(a:8):

cos(x) =

33. Escriba la férmula del ejercicio anterior quitando los sumandos con coeficientes nulos:

cos(x) =

34. Escriba los primeros 5 sumandos no nulos del desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién
cos y el término residuo en forma O:

cos(x) =

35. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(x) = cos(z) hasta el término con
z*" y con el término residuo O (z?"+2):

cos(z) = + .+ +0(z*?).

36. Escriba la férmula del ejercicio anterior con ) :

n

cos(:z:):z&x%%—@( ).

k=
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Desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién sen

37. Calcule las primeras derivadas de la funcién f(z) = sen(z) y sus valores en el punto 0:

f(z) = f(0) =

f(@) = £(0) =
f(a) = f(0) =
f"(x) = £"(0) =
fO(x) = F0(0) =
fO(x) = F(0) =
fOx) = FO(0) =
fP(x) = F(0) =
fO(x) = FE(0) =
fOx) = FO(0) =

38. Notacion para escribir la alternacién de los signos.
Calcule los primeros valores de la sucesién ay = (—1)*:

ag = (—1)0 = ap = a9 = a3 =

Calcule los primeros valores de la sucesién by, = (—1)F+1:

by = by = by = bs

39. Se considera la funcién f(z) = sen(z). Escriba una férmula general para sus derivadas de
6rdenes pares:

fO (z) = FER(0) =
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40. Se considera la funcién f(z) = sen(z). Escriba una férmula general para sus derivadas de
ordenes impares:

f(2k+l)($) _ f(2k+1)(0) _

41. Muestre que todas las derivadas de la funcién f(x) = sen(z) son acotadas en R:

Ve e R }f(”)(a:)‘ <

42. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(z) = sen(z) incluyendo los su-
mandos con coeficientes nulos, hasta el término con z°, con el término residuo O(a:7):

sen(x) =

43. Escriba la férmula del ejercicio anterior quitando los sumandos con coeficientes nulos:

sen(x) =

44. Escriba los primeros 5 sumandos no nulos del desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién
sen y el término residuo en forma O:

sen(x) =

45. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(z) = sen(z) hasta el término con
z*"*! y con el término residuo O (z*+3):

sen(r) = + ...+ +0(2*F?).

46. Escriba la férmula del ejercicio anterior con ) :

n

cos(z) = Z = 2+ O ).

k=
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Coeficientes binominales (repaso muy breve)

Para escribir la férmula de Taylor-Maclaurin de la funcién (1 4+ x)P necesitamos recordar la
nocion de coeficientes binominales.

Coeficientes binominales (definicién).
|k
(1) & 11
=0

Coeficientes binominales (ejemplos). Calculemos (8) tomando en cuenta que el producto
de un conjunto vacio de factores es 1 (por definicién):

(-5 O w-a-t

Tjr 0<<—1

Otro ejemplo:

<>:2lﬁ P'(p—l):w.
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Desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién (1 4 x)P

En los ejercicios de esta seccién suponemos que p € R, p # 0.

48. Calcule las primeras derivadas de la funciéon f(z) = (1 + x)P y sus valores en el punto 0:

fx) = f0) =
f'(x) = f'(0) =
f'(z) = 1"(0) =
f(x) = f"(0) =

49. Sea f(z) = (1 + «)P. Escriba las férmulas generales:
fM() = FR(0) =

50. Muestre que la (n+ 1)-ésima derivada de la funcién f(x) = (1+x)? es acotada en cualquier
intervalo (—d, ), donde 6 € (0,1). Si x € (=4, ), entonces

[ ()] =

IN

51. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(x) = (1 + x)? hasta el término
con z* y con el término residuo O(z*):

I+a)P= + + +  +0(").

52. Escriba el desarrollo de Taylor-Maclaurin de la funcién f(x) = (1 + x)? hasta el término
con z" y con el término residuo O (z"):

(1+z) = + 4+ 4+ +0(z™h).
53. Escriba la férmula del ejercicio anterior usando el simbolo ) :

(1+2z)P = Z +0O (zY).

k=
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