Funcién cuantil
asociada a una medida de probabilidad

Estos apuntes estan escritos por Egor Maximenko y Mario Alberto Moctezuma Salazar.
Denotamos por Bgr a la o-algebra de Borel en R. Dada una medida de probabilidad
p: Br — [0, 1], denotamos por F), su funcién de distribucién:

Fu(e) = p((~o0,2]).

Recordemos algunas de las propiedades de F),. Hemos demostrado que F), es creciente (en
el sentido no estricto), continua por la derecha en cada punto, tiene limite por la izquierda
en cada punto, F,(xz) = 0 cuando + — —oo y F,(z) — 0 cuando  — +o0.

Notemos que en general la funcién F), no es invertible. Sin embargo, se puede definir
una funcién que en muchas situaciones sirve como “casi inversa” a la funcién F),.

Definicién 1. Sea p1: Bg — [0, 1] una medida de probabilidad. La funcién @,: (0,1) = R
se define como
Qu(p) = inf{z e R: F,(x) > p}

y se llama la funcion cuantil asociada a la medida de probabilidad p.

Vamos a demostrar algunas propiedades de ), que se siguen facilmente de la definicién
de @, y de las propiedades de F},. En todas estas propiedades la medida p es fija, y en vez
de F,, y @, escribimos simplemente F'y (). Denotamos por A, al conjunto que aparece
en la definicién de Q(p):

A, ={z e R: F(x) > p}.

Proposicién 1. Q es creciente en (0,1).
Demostracion. Sean p,q € (0,1) tales que p < g. Dado que A, D A,, tenemos
Q(p) =inf A, <inf A, = Q(q). O

Proposicion 2. Para cualquier x € R,

Q(F(x)) <.
Demostracion. Q(F(x)) < x para todo € R. En efecto, sea p = F(z). Entonces z € 4,
y por eso Q(F(z)) = Q(p) =inf A, < z. O

Proposicién 3. Para cualquier p € (0,1), A, = [inf A,, +00).
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Demostracion. Denotemos inf A, por u y demostremos que u € A,. Sea (v,);>; una
sucesiéon en A, tal que v, | u. Como F es continua por arriba, F(v,) | F(u). Por la
definicién del conjunto A,, para cada n se cumple la desigualdad p < F(v,). Pasando al
limite cuando n — oo concluimos que p < F'(u), esto es, u € A,.

La contencién A, C [u,+00) se obtiene de la definicién del infimo. Por otro lado,
si x > wu, entonces por la propiedad u € A, y por la monotonia de I’ obtenemos que
F(z) > F(u) > p, esto es, x € A,. O

Proposicién 4. Para cualquier p € (0,1),

F(Q(p) = p.
Demostracion. Es otra forma de decir que Q(p) € A,. O

Proposicién 5. Para cualquier p € (0,1), la funcion @ es continua por la izquierda en
el punto p.

Demostracion. Supongamos que x € (0,1) y x, T z, pero Q(z,,) T Q(x~) < Q(x), entonces
existe d > 0y y tales que Q(x,) <y < Q(x) — J para todo n. De la primera desigualdad
y usando que F(Q(x,)) > x,, v, < F(y) para todo n, ahora, haciendo n — oo tenemos
que z < F(y). Usando el hecho que Q(F(y)) <y, entonces y > Q(x), pero y < Q(x) — 9,
lo cual es una contradiccion. O]

Proposicién 6. Para cada p € (0,1), Q tiene limite por la derecha en p.

Demostracion. De la monotonia de @ se sigue que lim Q(q) = inf Q(q). H
q—pt >p

Proposicién 7. Sean z € R yp € (0,1). Entonces Q(p) < x si y sdlo si p < F(x).

Demostracion. Supongamos que Q(p) < x. Aplicamos la Proposicién 4 y el hecho que F
es creciente:

p < F(Q(p)) < F(x).
Ahora supongamos que p < F'(z). Aplicamos las Proposiciones 1 y 2:

Qp) < Q(F(z)) < = O
Proposicién 8. Sean x € R y p € (0,1). Entonces Q(p) > x si y sdlo si p > F(z).

Demostracion. Es la forma contrapositiva de la Proposicién 7. m

Dada una funcién f que actia entre dos espacios topolégicos, denotemos por C(f) el
conjunto de sus puntos de continutdad. En particular,

C(F)={zeR: Fla")=F(2)}, C(Q)={pe(0.1): Qp)=0Q(")}
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Teorema 9 (criterio de convergencia en distribucién, en términos de las funciones cuan-
til). Sean ()5, una sucesion de medidas de probabilidad Bg — [0,1] y sea v: Bg — [0, 1]
una medida de probabilidad. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Fy, (z) = F,(z) para todo x € C(F,);

(b) Qu.(p) = Qu(p) para todo p € C(Q,).

Demostracion. Supongamos (a) y demostremos (b). Fijemos p € C(Q,) y € > 0.

Como F,, es creciente, el conjunto de sus discontinuidades (saltos) es a lo mas nume-
rable. Encontramos un = € C(F,) tal que Q,(p) —¢ < = < @Q,(p). Como = < Q,(p),
por la Proposicién 8 obtenemos F,(z) < p. Por otro lado, como = € C(F,), obtenemos
F,, (x) — F,(z). Entonces existe un k; € N tal que para cualquier n > k; se tiene la
desigualdad F),, (x) < p. Por la Proposicién 8 esto implica que z < @, (p), asi que

Qun(p) > Qulp) — & (1)

Por otro lado, aplicamos la continuidad de la funcién @), en el punto p y encontramos un
g > p tal que Q,(q) < Q,(p) + &. Como el conjunto de las discontinuidades de F, es a
lo mas numerable, encontramos un punto y € C(F,) tal que Q,(¢) <y < Q,(p) +¢. La
Proposicién 7 nos da la desigualdad inestricta ¢ < F,(y), de la cual se sigue la desigualdad
estricta p < F,(y).

La condiciéon y € C(F,) y la hipdtesis (a) implican que F, (y) — F,(y). Ahora la
desigualdad estricta F,(y) > p nos permite concluir que existe un ks tal que para cualquier
n > ks se tiene F), (y) > p. Por la Proposicién 7, y > Q. (p), asi que

Q. (p) < Qu(p) +e. (2)

Pongamos k = méx{ky, k2} y para cualquier n > k obtenemos

Qu(p) —e < Qu,(p) <Qu(p) +e.

Hemos demostrado que @, (p) = Q.(p).

De forma anéloga podemos probar la implicacién contraria. O
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