El producto de dos variables aleatorias
independientes y uniformemente distribuidas
que toman valores en un grupo finito

Estos apuntes son una parte de proyectos conjuntos de Juan Carlos Jiménez Cervantes,
Egor Maximenko y Eliseo Sarmiento Rosales.

Dado un conjunto V', denotamos por 2V al conjunto potencia que consiste de todos
los subconjuntos de V.

Dado un conjunto finito V, lo consideramos con la o-4lgebra 2V.

1 Definicién. Dada una funcion X: €2 — V y un elemento v de V', usamos la siguiente
notacién breve:

Qx,p = X! [{v}], estoes, Qx,= {w € Xw)= U}.

2 Definicién. Dado un espacio medible (€2, F) y un conjunto finito V', denotamos por
M(Q, F,V) al conjunto de todas las funciones X: Q — V que son F-medibles. Es facil
ver que X es F-medible si y solo si

YvoeV X {v}] € F.

En la notacion breve,

YveV QX7U€./—".

3 Proposicién. Sean (Q, F,P) un espacio de probabilidad, V' un conjunto finito y X €
M(Q, F, V). Entonces,
L Qx. =2

> P(Qx.) =1

veV

Demostracion. Si vy # wv,, entonces los conjuntos {v1} y {v2} son disjuntos. Por las
propiedades de preimagenes, los conjuntos 2x ., y {2x,,, son disjuntos:

Qxoy N Qxy = X TH{oi )] N X T [{n}] = X1 [{vl} N {UQ}] = X10) = 0.
Otra vez usando las propiedades de preimagenes, notamos que

U 2= U Xlop = X [U{v}

veV zeV veV

=XV =Q.

Ahora usamos la propiedad aditiva de P y la propiedad P(§2) = 1:

> P(Qx,) =P <U QX,U> = P(Q) = 1. O

veV veV
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4 Definicién. Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, V' un conjunto finito y X €
M(Q, F,V). Se dice que X es uniformemente distribuida en V si
1
V'U S Vv P(X_l[{l}}]) = W

En la notacion breve,
1

=

5 Definicién. Sean (€2, F,P) un espacio de probabilidad, V, W conjuntos finitos, X €
M, F, V), Y e M(Q,F,W). Se dice que X, Y son independientes si

YveV P(QX,U)

VaeV WbeW P(X '[{a}] NY[{b})) = P(X'[{a}]) P(v'[{b}]).
En la notacion breve,
Va eV Vbe W P(QX@ N QY,b) = P(QX@) P(QY,b)~

6 Teorema. Sea (£, F,P) un espacio de probabilidad, sea G un grupo finito y sean X,Y €
M(Q, F,G) tales que Y es uniformemente distribuida en G y X,Y son independientes.
Entonces,

1) las variables X y XY son independientes.
2) XY es uniformemente distribuida en G,

Demostracion. Denotemos por n al orden (tamano) del grupo G. Pongamos Z = XY

1. Dados a, c en G, demostremos un par de igualdad auxiliar. Para cada w en €2, tenemos
la siguiente equivalencia:

Xw)=a N Xw)Y(w)=c = Xw)=a AN Yw)=a'lc

Esto significa que
QX,a N QZ,C - QX,a N QY,zzflc- (1)

Ahora usamos las suposiciones que X,Y son independientes y la variable aleatoria Y es
uniformemente distribuida:

1
P(QX,a N QZ,C) = P(QX,Q N QY,aflc) = E P(QX,G)' (2)

2. Mostremos que Z es uniformemente distribuida en G. Sea ¢ € GG. Usamos Proposicién 3
y la propiedad distributiva:

Qze =Ny = <U Qx,a> NQze = OxaNQze
aceG aeG
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Siay,ay € Gy a; # ag, entonces Qx4 N Qxa, =0y
(Qx.a, NQze) N (Vxa, N Qze) = 0.

Aplicamos la propiedad aditiva de P, la igualdad (2) y la Proposicién 3:

P(Qzc) =Y P(QxaNQze) = = > P(Qx,) = %

n
aeG aeG

3. Mostremos que X y XY son independientes. Dados a, c en GG, tenemos que

1 1
P(Qxﬂ) = E’ P(QZ,C) = E

Tomando en cuenta (2), concluimos que

1
P(Qx.NQz.) = P(Qxﬂ)g =P(Qx,.) P(Qz.).
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