
El producto de dos variables aleatorias

independientes y uniformemente distribuidas

que toman valores en un grupo finito

Estos apuntes son una parte de proyectos conjuntos de Juan Carlos Jiménez Cervantes,
Egor Maximenko y Eliseo Sarmiento Rosales.

Dado un conjunto V , denotamos por 2V al conjunto potencia que consiste de todos
los subconjuntos de V .

Dado un conjunto finito V , lo consideramos con la σ-álgebra 2V .

1 Definición. Dada una función X : Ω → V y un elemento v de V , usamos la siguiente
notación breve:

ΩX,v := X−1
[
{v}
]
, esto es, ΩX,v =

{
ω ∈ Ω: X(ω) = v

}
.

2 Definición. Dado un espacio medible (Ω,F) y un conjunto finito V , denotamos por
M(Ω,F , V ) al conjunto de todas las funciones X : Ω → V que son F -medibles. Es fácil
ver que X es F -medible śı y solo śı

∀v ∈ V X−1[{v}] ∈ F .

En la notación breve,
∀v ∈ V ΩX,v ∈ F .

3 Proposición. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, V un conjunto finito y X ∈
M(Ω,F , V ). Entonces, ⋃

v∈V

ΩX,v = Ω

y ∑
v∈V

P(ΩX,v) = 1.

Demostración. Si v1 ̸= v2, entonces los conjuntos {v1} y {v2} son disjuntos. Por las
propiedades de preimágenes, los conjuntos ΩX,v1 y ΩX,v2 son disjuntos:

ΩX,v1 ∩ ΩX,v2 = X−1[{v1}] ∩X−1[{v2}] = X−1
[
{v1} ∩ {v2}

]
= X−1(∅) = ∅.

Otra vez usando las propiedades de preimágenes, notamos que⋃
v∈V

ΩX,v =
⋃
x∈V

X−1[{v}] = X−1

[⋃
v∈V

{v}

]
= X−1[V ] = Ω.

Ahora usamos la propiedad aditiva de P y la propiedad P(Ω) = 1:

∑
v∈V

P(ΩX,v) = P

(⋃
v∈V

ΩX,v

)
= P(Ω) = 1.
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4 Definición. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, V un conjunto finito y X ∈
M(Ω,F , V ). Se dice que X es uniformemente distribuida en V si

∀v ∈ V P(X−1[{v}]) = 1

#V
.

En la notación breve,

∀v ∈ V P(ΩX,v) =
1

#V
.

5 Definición. Sean (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, V,W conjuntos finitos, X ∈
M(Ω,F , V ), Y ∈ M(Ω,F ,W ). Se dice que X, Y son independientes si

∀a ∈ V ∀b ∈ W P
(
X−1[{a}] ∩ Y −1[{b}]

)
= P

(
X−1[{a}]

)
P
(
Y −1[{b}]

)
.

En la notación breve,

∀a ∈ V ∀b ∈ W P(ΩX,a ∩ ΩY,b) = P(ΩX,a) P(ΩY,b).

6 Teorema. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad, sea G un grupo finito y sean X, Y ∈
M(Ω,F , G) tales que Y es uniformemente distribuida en G y X, Y son independientes.
Entonces,

1) las variables X y XY son independientes.

2) XY es uniformemente distribuida en G,

Demostración. Denotemos por n al orden (tamaño) del grupo G. Pongamos Z := XY .

1. Dados a, c en G, demostremos un par de igualdad auxiliar. Para cada ω en Ω, tenemos
la siguiente equivalencia:

X(ω) = a ∧ X(ω)Y (ω) = c ⇐⇒ X(ω) = a ∧ Y (ω) = a−1c.

Esto significa que
ΩX,a ∩ ΩZ,c = ΩX,a ∩ ΩY,a−1c. (1)

Ahora usamos las suposiciones que X, Y son independientes y la variable aleatoria Y es
uniformemente distribuida:

P(ΩX,a ∩ ΩZ,c) = P(ΩX,a ∩ ΩY,a−1c) =
1

n
P(ΩX,a). (2)

2. Mostremos que Z es uniformemente distribuida en G. Sea c ∈ G. Usamos Proposición 3
y la propiedad distributiva:

ΩZ,c = Ω ∩ ΩZ,c =

(⋃
a∈G

ΩX,a

)
∩ ΩZ,c =

⋃
a∈G

ΩX,a ∩ ΩZ,c.
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Si a1, a2 ∈ G y a1 ̸= a2, entonces ΩX,a1 ∩ ΩX,a2 = ∅ y

(ΩX,a1 ∩ ΩZ,c) ∩ (ΩX,a2 ∩ ΩZ,c) = ∅.

Aplicamos la propiedad aditiva de P, la igualdad (2) y la Proposición 3:

P
(
ΩZ,c

)
=
∑
a∈G

P(ΩX,a ∩ ΩZ,c) =
1

n

∑
a∈G

P(ΩX,a) =
1

n
.

3. Mostremos que X y XY son independientes. Dados a, c en G, tenemos que

P(ΩX,a) =
1

n
, P(ΩZ,c) =

1

n
.

Tomando en cuenta (2), concluimos que

P(ΩX,a ∩ ΩZ,c) = P(ΩX,a)
1

n
= P(ΩX,a) P(ΩZ,c).
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