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Familias de polinomios ortogonales

Intervalos abiertos:
®7 (aab)a (a,—l—oo), (_Oo7b)7 (—OO,—f—OO)-

Tres casos principales:

intervalo peso polinomios ortogonales
(—00, +00) e’ Hermite, H,
(0,400) e ® Laguerre, Ll
(—-1,1) (1—2)*(1+2)° Jacobi, P{*?
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Polinomios de Jacobi

Definiciéon mediante la férmula de Rodrigues:

PP = o (_xl)):(l o (),

Al aplicar la regla de Leibniz, se obtiene la férmula explicita:

PT(Laﬁ)(x):é(ZtZ) <n-l|;5> (a:;1>k (m_;l)n—k.

Simetria:

P9 (—z) = (=1)" P ().
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Polinomios de Jacobi

mas propiedades a partir de la férmula explicita

P}ﬂﬁ)(x):é(ztzj <n-]:5> (3:;1>’9 (:C;_]_)Tb—k

Valores en la frontera:

PR (1) = (“ ! O‘), PR (=1) = (-1)" (" ! 5)

n n

La derivada:

Péaﬂ) (z) = w P,(L‘f{l’ﬂ“)(x).

La integral sobre [—1,1]:

’ 2 a+n o [BEn
/ P _a+ﬁ+n<<n+1>+( 1 <n+1>>'



Polinomios de Jacobi
[e]e]e] lele]e]

Ortogonalidad de los polinomios de Jacobi

Sean oo > —1, 8 > —1.
Consideramos el intervalo (—1,1) con el peso (1 — x)%(1 + x)*:

1
o= [ fa)g) (L= 2)°(1+2)" da.
Lema. Sea f es un polinomio. Entonces

(f, PPy s <f POTLATY s

Proposicion

Sea f es un polinomio con deg(f) < n — 1. Entonces

(f, PP o5 = 0.
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Polinomios de Jacobi para el intervalo (0, 1)

QA (t) = PL(1—21)
1 d"

= g a0,

@ Si f es un polinomio con deg(f) <n — 1, entonces

[ 1@ e - a=o

e La integral sobre [0, 1]:

o, 1 a+n D
/Q( i _a+ﬁ+n<<n+l>+(1) <n+1>>'
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Polinomios R,, = (n + 1)@571'0)

Ro(t) = (n+ 1)QUY () = (n+ 1) PO (1 — 2¢).

30

—30
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Propiedad reproductora del polinomio R,

Ro(t) = (n+ 1)QUY () = (n+ 1) PO (1 — 2¢).
Propiedades:

JOR(Htdt =0 (deg(f) < n).

Propiedad reproductora de R,

1
/ PR (8)df = 6mo (0 <m < n).
0

Corolario. Para cada polinomio f de grado < n,

[} #u= 0B dt = ),



ase ortonormal en LZ(D)

Espacio L?(ID), coordenadas polares

Disco unitario D := {z € C: |z| < 1},
con la medida de Lebesgue normalizada p /.

(F9) =+ [ £(w)30w] duw).

En coordenadas polares,

(fr9) = /01 <217T /027r f(e”)g(eiﬂ)dﬁ) or dr.



srtonormal en L2 (D)

Ortonormalidad de las funciones béasicas de Fourier

Para cada k en Z,

1 2m
7/ R 49 = 5, .
21 Jo ’

De manera equivalente, para j, k en Z,

1

20 ko
— eV e dY = 6.
21 Jo
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Funciones monomiales:

Mmpg(z) =2"z"  (2€D, p,q€No).

mo’(](Z) =1 m071(z) =z mO’Q(Z) =7z
mio(z) =28 mii(2) = 2120 mya(z) = 2172
mao(2) = 22 maei(2) = 2221 maa(z) = 2272

Funciones polinomiales:
P =lin{m,q: p,q € No}.

P es denso en L?(D).
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Producto interno de dos funciones monomiales

2
I b gt k2

Demostracion.
1 E—
(Mg, Mjk) = ;/szfqzjfk du(2)

=2 (/1 ppratitk rdr) (1 /27T el(P—q—j+k)?9 dﬁ) .
0 2m Jo

Sip—q+#j—k, entonces
<mp7q’m.]7k> :0'
Sip—q=j—k, entonces
2
pHaq+j+k+2

1
_ gtk g, _
(Mp,gs M k) —2/0 pPT4TI dr =
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Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

We = clos (lin{m;: j—k=¢}).

™moo ™Mol M2 M3 Mo4
mio Mi1 Mi2 M3 Mi4
m20 M21 M22 M23 M2y
mzo M31 M32 M33 M34

)

M40 M41 M42 M43 M44



Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

Wo

We = clos (lin{m;: j—k=¢}).

mo,0

mi,0
ma2.0
ms.0

i

ma40

mo,4
mi4
ma4
m34

My 4
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Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

Wi

We = clos (lin{m;: j—k=¢}).

mo,0

mi0
ma2.0
ms3

)

ma40

mo,4
mi4
ma4
m34

My 4
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Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

Wa

We = clos (lin{m;: j—k=¢}).

mo,0

mi,
ma
ms.0

)

ma40

mo,4
mi4
ma4
m34

My 4



Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

W_4

We = clos (lin{m;: j—k=¢}).

mo,3

mi;3
ma3
ms33

)

ma3

mo,4
mi1,4
m2.a
m34

my4.4
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Diagonales de la tabla de monomios

Para cada £ en Z,

We = clos (lin{m;: j—k=¢}).

W_s

Si & # n, entonces We L W,.

mo,3

mi3
ma;3
ms3;3

)

ma3

mo,4
mi1,4
m2 4
m34

my4.4



rtonormal en L:,(TD‘)

1 99 op
vVpt+q+1 079 0 ((l—zf)p—i_q)

bpal2) = (-

min{p,q}
+q—k)! g
_ 1 _1)k (p p—k 54—k
Verarl 2 (VT

Simetria hermiteana:

byp(2) = bp,q(2).
Otra forma equivalente:

bpq(z) = (—1)7 p-l;]'qu ;;(p(l—zz)q).

Para p > g,

bpg(z) = (—1)7 /p T+ g+ 12P71 Q((}p—q,O)(|Z|2)'
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Subespacios diagonales truncados

Equivalencia entre b y mj

Wo.2 = lin{mg o, m1,1} = lin{bo o, b1,1}

Mmoo Mo1 Mo2 Mo3 --- boo o1 bo2 bog3
mio Myl Mmi2 M3 ... bio big b2 b3
M2, M21 M22 M23 ... bao b2y bao bog

m3o M31 M32 M33 ... b3o b3 b3 b33



ortonormal en
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Subespacios diagonales truncados

Equivalencia entre b y mj

W,LQ == lin{mo,l, mLQ} == hn{bo’l, bl’g}

Mmoo M1 Mo2 Mo3 --- boo bo1 bo2 bog3
mio Myl Mmi2 M1z ... bio big big b3
M2, M21 M22 M23 ... bao b2y bao bog

m3o M31 M32 M33 ... b3o b3 b3 b33



ortonormal en
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Subespacios diagonales truncados

Equivalencia entre b y mj

Wi 3 = lin{mq 9, mg1,m32} = lin{by 0,021, b32}

moo M1 Mo2 Mo3 --- boo bo1 bo2 bogs
mio My Mmi2 M3 ... bio big b2 b3
M2 M21 M22 M3 ... bao b2y bao bog

m3o M31 M32 M33 ... b3o b3 b32 b33



Funciones n-analiticas

Sea 2 un conjunto abierto en C.
Una funcién f: 2 — C se llama n-analitica si

(2)'r=

Ejemplo: my 4 € Ag41(D).

Notacién: A, (£2).

¥ M.B. Balk, Polyanalytic Functions, Akad.-Ver]

., 1991.



analiticas

descomposicién en series de potencias

f e A(D)

!

n—1
ElgO?"'agn—l € A(D) f(Z) = ng(z)zk
k=0

n—1 oo

Jdecjp € C f(z) = Z Z cjr 2 E"

k=0 =0

Para cada a en (0, 1), la convergencia es uniforme en clos(aD).



Funciones n-analiticas

Consideremos
F(2) =1 - |22,

La funcién f es de clase Ay (C),
se anula en 9D, pero no se anula en .

@ No se cumple el principio de unicidad.

@ No se cumple el principio del médulo méximo.



Propiedad del valor medio para funciones n-analiticas

Teorema

Sea f € AL (D). Entonces

£O) = = [ Rua(fuP) £ () dpw).




Propiedad del valor medio para funciones n-analiticas

Demostracion

Para 0 < a < 1,

J@) =~ [ f(w)Ra () dps(uw)

T JaD
— 1 .

- chj,k (/ ijkRn_1(|w|2)dM(w)>

k=0j=0 T JaD

1

(Shy j 1 2

= Z Zc]k </ 7“]+kRn71(r2) 27“d7"> (2/ el(]_/g)qg dﬂ)
(1,2

= Z Ck,k/ thn—l(t) dt.
k=0 0

Usando el TCD pasamos al limite cuando a — 1:

J(1) = lim J(a Z ckk/ Ry (1) dt = o0 = f(0).

a—1



Espacio A%(D)

AZ(D) = {f € Au(D): [Ifllz2(p) < +oo}-

o ;jEs completo?
o ;Tiene nucleo reproductor?

e Encontrar una base ortonormal.

Por ahora, sabemos que si f en A2 (D), entonces

f(0) = (£ 1p),

donde
Kno(w) = Ry_1(Jw]?).



Transformaciones de Mobius del disco unitario

Dado z en D, definimos ¢,: D — D,

Propiedades:
° ©:(p:(w)) = w,
° 902(0) =z, QDZ(Z) =0,

/ _ ’Z|2 —1
° . (w) = m



Sean z € D, f € A,(D). Consideramos f o ¢,:

n—1 n—1 k

(fop)w) = 3 gles(w)) k) = 3 glps(w) 22

o)k
k=0 k=0 (1-zw)

Problema: f o ¢, puede no estar en A,,.

Operator unitario de Pessoa

(1-zw)"!

(U-f)(w) = Wf(%(w)) @ (w).

U, es un operator unitario A2 (D) — A2 (D).
M A.D. Koshelev, 1977.
[§ L.V. Pessoa, 2012.



Teorema

Para f en A2(D) y z en D,

f(z) = (f, Knz2),

donde
(1 — zw)" !

Ky 2 (w) = WRn—l(Wz(w)F)-

Demostracion.

(121 = D f () = (U=£)(0) = (U=, Kno) = (f, U:Kn,)-
Obtenemos f(0) = (f, Ky ) con

Ko (w) = Wl_l(Uan,O)(w).



Completitud

Si f € A2(D) y z € D, entonces

[f () = [, Kn )| S KA = ——z 1]

1—\\

Si feA2(D)y0<a<1,entonces

sup |£()| < 7= Il

|z|<a

La convergencia en .42 (D) implica la convergencia uniforme en
compactos.

Teorema

El espacio A2 (D) es completo.




La familia (bj 1) en, 0<k<n—1 €S una base ortonormal de A2 (D).

Base ortonormal de .A3(DD):

boo Doz
bio b1
bao b2
bso b3
byo b4

[ A.K. Ramazanov, 1999.

bo,2
b1,2
ba 2
b2

by 2

bo,3
b1 3
ba 3
b33

by

bo 4
b14
b2 4
b3.4

b4



Generalizaciones

El disco con peso radial (1 — |z|?)®.

)

El nticleo reproductor en términos de QS_’O{ .
(r—gq,@)
Qq :

Las funciones bésicas by, 4 en términos de

El semiplano con peso vertical (Im(z))®.

o La bola unitaria en C".

o El dominio de Siegel en C".



Operadores de rotacion

T={reC: |r]=1}.

Para 7 en T,
(Ref)(2) = f(r12).

El nicleo reproductor es invariante respecto rotaciones:

Ky . (tw) = K, ;(w).

Por eso R, actia bien en A2 (D)).

La familia (R;),cT es una representacién unitaria
del grupo T en el espacio A2 (D).




Operadores radiales

R={SeBUAMD)): VreT SR,=R.S}

Rng@"'@Mn@Mn@Mn@...




R ~ @ Mmin{n,nJr&}

f=—nt1 * ok ok
* ok ok
* ok %
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