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Definicién de la funcidon cuantil

M(R) = las medidas de probabilidad Borelr — [0, 1].
Dada p € M(R), se definen:

la funcién de distribuciéon F,: R — [0, 1],

Fu(v) = p(—o0, v],
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Definicién de la funcidon cuantil

M(R) = las medidas de probabilidad Borelg — [0, 1].
Dada p € M(R), se definen:
la funcién de distribuciéon F,: R — [0, 1],
Fu(v) = p(—o0, v],
y la funcién cuantil Q,: (0,1) — R,
Qulp) = inf{v € R: Fu(v) > p}.

Qu es la funcién inversa derecha superior de F,.

El soporte de u se define como

supp(p) ={veR: Ve>0 pu(v—e,v+e)>0}
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La funcién cuantil asociada a una variable aleatoria

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad,
y sea X: Q — R una funcién F-medible.

Le asociamos la medida imagen ux € M(R):
ux(B) =P(X"YB)) =P{w e Q: X(w)e€ B}
En este caso, la funcién de distribucién y la funcién cuantil son:

Fx(v) = px(—o0,v] = P(X_l(—oo, v]) = P{w € Q: X(w) < v},

Qx(p) =inf{v e R: Fx(v) > p}.
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Medida asociada a un vector

Dado un vector A = (A1,...,A,) € R”,
lo consideramos como v.a. A: {1,...,n} — R,
donde {1,...,n} dotamos con la medida de conteo normalizada.

Definimos p5: Borelg — [0, 1],
#{j: N eBY 1
B)y=———+=-— D .

pa(B) - ”j§:1 iracy,

En este caso .
Fa(v) = #l A< vh
n
En particular, si A1 < Ao < -2 < A, entonces

max{j: Aj <v}
Fa(v) = n ) Q(p) = )‘[pn}
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Ejemplo de medida asociada a un vector

(A1, A2, A3) = (—1, 0.6, 1.1).

La funcién de distribucién y la funcién cuantil:

1.1t o—0
! — 061 O—
2/3 4 —90
—0 B B
1/3 0 1 2 1
o ; 303
—1 0 0.6 1.1
—1 (f—
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Otro ejemplo discreto

118 100 195 166 164 123 102 172 164 117
e e PO OO ¢ GO ¢

Los mismos niimeros en el orden ascendente (A1 < Ay < ... < Agp):
100 102 117 118 123 164 164 166 172 195
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La medida y la funcién cuantil asociadas a una funciéon
Sea a € L*([0, 27], R).

La medida imagen p € M(R):

El soporte de u, es la imagen esencial de a:

supp(a) = R(a).
F, := la funcién de distribucién de a :

Fa(v) = %MR {6 € [0,27]: a(f) < v}, v EeR.

Q5 = la funcién cuantil correspondiente:

Qa(p) = inf{v e R: Fs(v) >p},  pe(0,1)
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Construccién de la funcidén cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos

Gréfica de a

Dl

Nt

27

S
3
N
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Construccién de la funcidén cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos
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Construccién de la funcidén cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos

Gréfica de a Gréfica de @,
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Construccién de la funcidén cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos

Gréfica de a Gréfica de @,
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ay Q; son identicamente distribuidas:
ahe{f € [0,27]: a(f) < v} =pur{p€[0,1]: Qa(p) < v}
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Construccién de la funcidén cuantil
asociada a una funcién lineal a trozos

Gréfica de a Gréfica de @,
1 1 1
3 3 3
7 7 7
1 1 1
4 4 4
0 P T 3 27 0 19 11 1 0 19 11 1
2 2 48 16 18 16
reordenamiento “a la Lebesgue”
a Qa
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Funcién
cuantil
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Puntos de continuidad de una funcidén

Sean X, Y algunos espacios topolégicos y sea f: X — Y una funcién.

C(f) ={x e X: f escontinua en x}.

Por ejemplo, si f: R — R,

fo) = 21
14 x2’
entonces
C(f) =
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Convergencia en distribucién (p, ~ N)

Sea A € M(R) y sea (un)52; una sucesiéon en M(R).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

Voe G®)  lim [ pdun= [ pdh

!

S WeCR)  Jim R = P0)

I

‘ Vp € C(@)  lim Qu(p) = Qalp) ‘
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Criterio de continuidad de la funcién cuantil

Sea p € M(R) una medida de soporte compacto supp(u).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

‘ supp(/) es conexo ‘

!

‘ F,, es estrict. creciente ‘

!

‘ Qy es continua en [0, 1] ‘
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Lema sobre la convergencia uniforme

fa: [0,1] — R g:[0,1] - R
f, son crecientes g es continua
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Resultado principal

Mn € M(R) A e M(R)

supp(tn) C [, ] supp(A) = [a, G]

Qﬂn % Q/\
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Funcién Teoremas de
cuantil convergencia
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Matrices de Toeplitz

ao d_1 a2 4a-3 a4
a1 ao a1 4d—2 a-3
T5(a) = az dai ao d_1 a-2
as an al ao a_1
d a3 a a1 ao
Es comodo suponer que a; son los coeficientes de Fourier de una funcién a
definida en [0, 27]:
1 2w i0
aj=— a(0) e™" do.
j =5 | a0)

La funcién a se llama el simbolo generador de las matrices

Ta(a) = [aj—k]jn,k:r
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Matrices de Toeplitz con simbolos reales acotados

Suponemos que el simbolo generador es acotado y real:

a e L>([0,27], R).

En este caso las matrices de Toeplitz son hermitianas:

a_k = ak,
ap a1
dr 4ao

T5(a) = dop ai
a3 az
d4 as

a € R.
a a3
ar az
a a1
dr 4ao
a a

En
as

ar

a0
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Comportamiento de valores propios de matrices de
Toeplitz autoadjuntas

Gréfica de a Valores propios de Tg(a)
1 1
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Comportamiento de valores propios de matrices de
Toeplitz autoadjuntas

Gréfica de a Valores propios de Ti6(a)
1 1
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Comportamiento de valores propios de matrices de
Toeplitz autoadjuntas

Gréfica de a Valores propios de T3p(a)
1 1
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Comportamiento de valores propios de matrices de
Toeplitz autoadjuntas

Grafica de a Valores propios de T3p(a)
1 1
B=0.4
icuantos?
a=0.1
; 0
0 T 27

Primera pregunta: jCudntos valores propios estan en [, 5] ?
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Comportamiento de valores propios de matrices de
Toeplitz autoadjuntas

Grafica de a Valores propios de T3z(a)
1 1

(32)
)\20 7

Primera pregunta: jCudntos valores propios estan en [, 5] ?

Segunda pregunta: )\J(-") ~ 7
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El primer teorema limite de Szegd (1920)

simbolo generador
a € L*([0,27],R)

#i: a< A <5} pr(a([a, 8]))

n 27

En otras palabras, 1y ~ s cuando n — oo.
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Ejemplo para ilustrar el teorema de Szeg6

Grafica de a Valores propios de T3(a)
1 1

0.4
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Ejemplo para ilustrar el teorema de Szeg6

Grafica de a Valores propios de T3(a)
1 1

0.4

15 valores propios

le
Nlor

~ 0.469
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Ejemplo para ilustrar el teorema de Szeg6

Gréfica de a Valores propios de T3;(a)
1 1
0.4
/\ 15 valores propios
1 0
0 2w
15
3 ~ 0.469
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Ejemplo para ilustrar el teorema de Szeg6

Gréfica de a Valores propios de T3;(a)
1 1
0.4
/\ 15 valores propios
1 0
0 2w

pp {0: 0<a(9)<0.4)
27

=0.483

le
Nlor

~ 0.469
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Aproximacion uniforme de valores propios
de matrices de Toeplitz

a € L>([0,27], R)

. (n) .
P Qa(J/”)‘ — 0
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Primer ejemplo

Simbolo generador continuo

Gréfica de a Gréfica de @, Valores propios de Te4(a)
1 1 1 =
3/4 3/4
1/4 1/4 "_-".
—‘/-‘
0 /2 w 3m/2 2« 0 19/48 11/16 1 1 64
(n)

. n j (n)
Cada valor propio )\j se muestra como un punto (ﬁ, /\j )

Observamos que el tercer dibujo es muy similar al segundo.
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Otro ejemplo

a no es continua, pero R(a) es conexo

Gréfica de a Gréfica de Q, Eigenvalores de Tg4(a)
1 1 1
3/4 3/4 Mxy
.-"#‘
-flf’lf ....
1/4 1/4 -
0 =x/2 w 3m/2 on 0 1/6 5/6 1 1 64
)\J(-") se aproxima uniformemente por Q,(j/n) cuando n — oc.
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Mas aplicaciones

Hay muchos resultados sobre la distribucién asintética:

Teorema de Avram—Parter sobre los valores singulares.

Teoremas tipo Szegd para matrices localmente de Toeplitz.

La ley de arcoseno de Lévy para caminatas aleatorias.

Teorema de Weyl sobre sucesiones uniformemente distribuidas.

Con el concepto de la funcién cuantil
se deducen corolarios sobre la aproximacién uniforme.
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Conclusién sobre los eigenvalores de matrices de Toeplitz
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Conclusién sobre los eigenvalores de matrices de Toeplitz

El teorema limite de Szegd
combinado con el concepto de funcién cuantil
nos proporciona el término principal
de la asintética de los eigenvalores:

A~ Q)

suponiendo que R(a) es un intervalo cerrado de R.
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