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Matrices de Toeplitz

dao d-1 42 a3 a4
dai a0 d_1 4ad-2 a-3
Ts(a) = a a1 a a-1 a—p
as an =i a0 a_1
d4 as dn al =00)

Suponemos que ax (k € Z) son los coeficientes de Fourier
de una funcién a € L*°(0, 27):

a —1/2wa(0) e k9 qg
KT o 0 '

La funcién a se llama el simbolo generador de las matrices

Tn(a) = [aj—k]f,k:r
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La matriz T,(a) es un corte finito

del operador de convolucion

C(a) =

7%(3)
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Diagonalizacién del operador de convolucion

C(a) := el operador de convolucién con la convolucién (ax)kez:

C(a): (3(Z) — (*(Z), (C(@)x); = > aj—ixk.
keZ
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Diagonalizacién del operador de convolucion

C(a) := el operador de convolucién con la convolucién (ax)kez:

C(a): (3(Z) — (*(Z), (C(@)x); = > aj—ixk.
keZ

F = la transformada de Fourier—Plancherel sobre el grupo Z:

F: 03(Z) — [%(0,2n), (Xn)nez — x(0) = Zx,, e’
nez
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Diagonalizacién del operador de convolucion

C(a) := el operador de convolucién con la convolucién (ax)kez:

C(a): (3(Z) — (*(Z), (C(@)x); = > aj—ixk.
keZ

F = la transformada de Fourier—Plancherel sobre el grupo Z:

F: 03(Z) — [%(0,2n), (Xn)nez — x(0) = Zx,, e’
nEZ

M(a) = es el operador de multiplicacién por la funcién a:

M(a): 13(Z) — (3(Z), (M(a)f)(0) = a(h)f(h).
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Diagonalizacién del operador de convolucion

C(a) := el operador de convolucién con la convolucién (ax)kez:

C(a): (3(Z) — (*(Z), (C(@)x); = > aj—ixk.
keZ

F = la transformada de Fourier—Plancherel sobre el grupo Z:

F: 03(Z) — [%(0,2n), (Xn)nez — x(0) = Zx,, e’
nEZ

M(a) = es el operador de multiplicacién por la funcién a:
M(a): 13(Z) — (3(Z), (M(a)f)(0) = a(h)f(h).
Por el teorema de convolucién,

FC(a)F~ ! = M(a).
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Propiedades espectrales de C(a) y T,(a)

De la férmula
FC(a)F ! = M(a)
se sigue que
1C(a)ll = llalloe,  sp(C(a)) = R(a).

El objetivo es describir propiedades asintéticas de T,(a),

en particular, el comportamiento asintético de sus valores singulares.

Los ordenamos de manera ascendente:

s£") <. <sm
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El caso de matrices de Toeplitz positivas definidas

Si el simbolo generador es real:
a e L>([0,27],R),
entonces las matrices de Toeplitz T,(a) son autoadjuntas.

a a1 a az a
ap a ar a as
Ts(a)=| a2 a1 a a1 @
az a ay a a
d4 a3 a2 a1 Qo

Si ademas R(a) C [0,400), entonces T,(a) son positivas definidas,
y sus valores singulares coinciden con los valores propios.
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Valores singulares de matrices de Toeplitz

Gréfica de |a| Valores singulares de Tg(a)
1 1

0
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Valores singulares de matrices de Toeplitz

Gréfica de |a| Valores singulares de Ty6(a)
1 1

0
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Valores singulares de matrices de Toeplitz

Gréfica de |a| Valores singulares de T3,(a)
1 1

0
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Valores singulares de matrices de Toeplitz

Gréfica de |a| Valores singulares de T3,(a)
1 1
8=0.4
icuantos?
a=0.1
1 0
0 ™ 27

Primera pregunta:  #{j: sj(") € |a, 8]} =7 (Szegb, Parter, Avram)
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Valores singulares de matrices de Toeplitz

Gréfica de |a| Valores singulares de T3,(a)
1 1

(32)
S50 ~7?

Primera pregunta:  #{j: s\ e [o, B]} =7 (Szegd, Parter, Avram)

Segunda pregunta: s}") ~ 7
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T.(a) T,(b) ~ T,(ab) en cierto sentido

Sea Cp¢,[0,27] el conjunto de las funciones a: [0,27] — C
que son infinitamente suaves y satisfacen

Yk €{0,1,2,...}  a®(0)=aW(2n).

Denotemos por || - || a la norma de Frobenius.
Lema
Sean a, b € Cg¢,[0,27]. Entonces

1 ~
i (WHT,,(a)T,,(b) _ T,,(ab)||F) 0.

n—oo
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Teorema limite de Avram—Parter
(generalizacion del teorema de Szeg6 sobre valores propios)

a e [(0,2n) ¢ € C(R)

1 n (n) 1 27
2 2eld”) — o [ edate) et
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Corolario del teorema limite de Avram—Parter

distribucién de los valores singulares de matrices de Toeplitz

a c Loo(07 271—)
#U: a<g” <Pt pm{0e(0,2]: a <o) <B)
N ’ 2m
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Ejemplo para ilustrar el corolario

Griéfica de |a| Valores singulares of T3;(a)
1 1
0.4
0.1
0
0 2w
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Ejemplo para ilustrar el corolario

Griéfica de |a|

Valores singulares of T3;(a)

1

0.4
11 valores sing.

0.1

27

11 ~0.324
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Ejemplo para ilustrar el corolario

Griéfica de |a| Valores singulares of T3;(a)

1 1

— 0.4
11 valores sing.

— —_————— 0.1

11 ~0.324
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Ejemplo para ilustrar el corolario

Griéfica de |a| Valores singulares of T3;(a)

1 1

— 0.4

11 valores sing.

0.1

11 ~0.324
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Ejemplo para ilustrar el corolario

Griéfica de |a| Valores singulares of T3;(a)
1 1
— 0.4
11 valores sing.
— 0.1
0
’ V2W
0: 0.1<|a(0)|<0.4
pr {0 01=1aO)IS04) _ o o5 U ~o3u
2m 32
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Szegd, Parter, Avram describieron la distribucién asintética
de los valores propios y singulares de T,(a) cuando n — cc.

Otra pregunta se quedd sin respuesta:

(n)
Sj ~ ?

13/ 45



cuantil

VR
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Funcién cuantil asociada a una medida de probabilidad
de Borel sobre R

B(R) := la o-algebra de Borel sobre R.

PM(R) := el conjunto de las medidas de probabilidad p: A — [0, 1]
tales que B(R) C A C 2.

Dada p € PM(R), se definen:
la funcién de distribucién acumulada F,: R — [0, 1],

Fu(v) = p(=o00,v],
la funcion cuantil Q,: (0,1) — R,

Qu(p) =inf{v e R: F,(v) > p}.
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Soporte de una medida de probabilidad en R

Dada 1 € PM(R), su soporte supp(i) es

supp(p) ={veR: u(v—e,v+e) >0 Ve >0}

Si pu tiene soporte acotado, entonces

Qu(07) = inf(supp(u)), Qu(17) = sup(supp(n)),

y en este caso extendemos Q,, a [0, 1] por continuidad.
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Criterio de continuidad de la funcidon cuantil

Sea p € PM(R) con soporte acotado.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

‘ supp(/) es conexo ‘

!

‘ F,. es estrict. creciente ‘

{

‘ Qu es continua ‘
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Funcién cuantil asociada a una variable aleatoria
Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad,
y sea X: 2 — R una funcién F-medible.

Le asociamos la medida imagen (pushforward measure) u € PM(R),

Aplicando las definiciones anteriores a este caso, definimos
el rango esencial de X, la funcién de distribucién y la funcién cuantil:

R(X)={veR: PX Yv—-e,v+e))>0 Ve>0},
Fx(v) = P(X}(=o0,v]),
QRx(p) =inf{veR: Fx(v) > p}.

18 / 45



Construccién de la funcién cuantil
asociada a un simbolo generador lineal a trozos

Gréfica de a Gréfica de Q,

1 1 1
3 3 3
4

1 1 1
4 4

[
0 1 ™ 3 27 0 19 11 1 0 19 11 1
2 2 48 16 48 16
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Construccién de la funcién cuantil
asociada a un simbolo generador lineal a trozos

Gréfica de a Gréfica de Q,

| w
I w

lw
L—]

NI
INY]
NI

/N

™ 37 27 0 19 11 1 0 19 11 1
2 48 16 48 16

B
|

ay Q, son identicamente distribuidas:

smtir{0 € [0,27]: a(0) < v} = pr{p €[0,1]: Qu(p) < v}
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Construccién de la funcién cuantil
asociada a un simbolo generador lineal a trozos

Gréfica de a Gréfica de Q,

1 1
3 3 3
4
1 1 1
4 4
o
0 ™ T 37 27 0 19 11 1 0 19 11
2 2 48 16 48 16
reordenamiento en el estilo de Lebesgue
a > Qs
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Medida asociada a una lista de nimeros reales

Sea (a1,...,aq) una lista de nimeros reales.
Le asociamos la medida de conteo normalizada p:

_#lief{l,....d}: a;€ B}

1(B) 7

(B € B(R)).

En otras palabras, i es el promedio aritmético de las medidas de Dirac
concentradas en los puntos ag, ..., aq.

Si la lista (a1, ..., aq) es ordenada de manera ascendente, entonces
j 1,... Do <
Fu(v) = max{j € {1,...,d}: o < v}
d
y
Qu(i/d) = qaj.
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Funcién cuantil de una lista de nimeros

118 100 195 166 164 123 102 172 164 117
© e POOO OO ¢

Los mismos niimeros en el orden ascendente:

100 102 117 118 123 164 164 166 172 195
ETEEERERER XX

QuantileFunction(1/3) = 118

porque 118 es el nimero mas pequefio v
tal que al menos 1/3 de los elementos son menores o iguales a v.
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Criterio de convergencia en distribucién

Sea A € PM(R) y sea (un)32; una sucesion en PM(R).
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) Para cada ¢ € Cp(R),

lim cpdu,,:/god/\.
R R

n—oo

(i) lim_ Fu(v) = Fa(v)

en cada punto v € R donde Fjp es continua.
(i) lim Qu,(p) = Qa(p)

en cada punto p € (0,1) donde Qa es continua.

Cuando se cumplen estas condiciones, escribimos i, ~> A.
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Lema sobre la convergencia uniforme

fa: [0,1] —» R g:[0,1] - R
f, son crecientes g es continua
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Teorema (resultado principal)

@

pn € PM(R) AN e PM
supp(in) C [o, A] supp(A) =

—~~

R)
a, f]

—
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Distribucién asintética de una sucesion de tuplas

Sean:
(n) (n)

a= (al - ad(n)) _, una sucesién de tuplas de niimeros reales,
donde la sucesion de las longitudes tiende a infinito: d(n) — co.
(Q, F,P) un espacio de probabilidad;

X: € — R una funcién F-medible.

Se sice que « es asintéticamente distribuida como (X, P)
si para cada ¢ € C(R),

d(n)
n||_>r‘rgod Z(p /Q(ponP.
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Teorema: de la distribucién asintética de tuplas
a la convergencia uniforme

Supongamos que
(n) (n)

o a= (o ,...,oad(n)):il es una sucesién de tuplas en R.
@ « es asintéticamente distribuida como (X, P).

@ R(X) es conexo y acotado.

° ag"), .. .,agz)n) estan en R(X) para cada n € N.

o agn) < agn) <... < O‘Eilz)n) para cada n € N.

Entonces
lim  max [aj"” — Qa(j/d(n)| = 0.

n—00 1<j<d(n)
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Convergencia uniforme de los valores singulares

a € L(0,2n) R(|al) = [0, [|allo]

(n) ,
Jmax s —Q|a|(1/n)] — 0
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Ejemplo

Gréfica de |a] Grafica de @), Val. sing. de Tg4(a)
1 1 1
3/4 3/4
1/4 1/4 #,.-"'
L
0 x/2 =w 3m/2 2« 0 19/48 11/16 1 1 64
; (n) i (n)
Cada valor singular s; ' se muestra como el punto JE, s )

Se ve que el tercer dibujo parece mucho al segundo.
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Ejemplo

Gréfica de |a| Gréfica de Q)
1 1
3/4 3/4
1/4 1/4
&
0 )2 ™ 31/2 2 0 19/48 11/16
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Ejemplo

Gréfica de |a| Gréfica de Q)
1 1
3/4 3/4
1/4 1/4
(o)
0 )2 ™ 31/2 2 0 19/48 11/16

y los puntos (j/n,sj("))
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Ejemplo

Grafica de |a|

1 1
3/4 3/4
1/4 1/4

0 /2 x 3n/2  2m 0 ‘ 19/48  11/16
13 _(64)
(av 513
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Ejemplo

1 1
3/4 3/4
1/4 1/4
c/'
0 /2 ™ 3m/2 27 0 19/48 11/16

(8 42)
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El teorema limite de Avram—Parter
combinado con el concepto de funcién cuantil
nos proporciona el término principal
de la asintética de los valores singulares:

5"~ Qu (1)

suponiendo que a € L*°(0,27) y R(]a]) = [0, ||a]|co)-
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Valores singulares de productos de matrices de Toeplitz
Los dibujos de arriba muestran los simbolos a, b, ab.

2/3 2/3 2/3

2/3 . : 2/3 2/3

Dibujus de abajo: los valores singulares de T,(a) Tn(b), n = 8,32,128,

como puntos con coordenadas (j/n, s

), y la funcién cuantil de ab.
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Caminatas aleatorias discretas

El propésito de este ejemplo es “voltear” (volver del revés)
la famosa ley de arcoseno que descubrié P. Lévy en 1939.

Para cada trayectoria w

ol de longitud n sea Gp(w)
la porcién del camino
11 con valores positivos.
En el dibujo,
3
G = — =
-1
21

35/ 45



Caminatas aleatorias, n = 3

w sumas parciales | G3(w)
1,-1,-1] -1,-2 -3 0
1,-1, 1| -1,-2,-1 0
1, 1,-1| -1, 0,-1 0
-1, 1, 1| -1, 0, 1 | 1/3
1,-1,-1 1, 0,-1 | 1/3
1,-1, 1 1, 0, 1 | 2/3
1, 1,-1 1, 2, 1 1
1, 1, 1 1, 2, 3 1

Sea a(3) = (a§3), . ,ai(f)) la lista de ndmeros G3(w), w € {—1,1}3,

después de ordenarlos de manera ascendente:
11 2
0,00, =, =, =, 1, 1).
( sy My Yy 3a 3a 3a ) >
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Caminatas aleatorias, n general

Para cada n € Ny cada w = (wy,...,w,) € {—1,1}" ponemos
k 1,... :
Go(w) = Tk Eon}s it wie >0
n
Denotamos por (" = (agn), . .,ozgg)) a la lista de los niimeros Gp(w),

w € {—1,1}", escrita en el orden ascendente.
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La ley de arcoseno de Lévy

La sucesién de n-tuplas o) es asintéticamente distribuida como (X, P),
donde P es la medida de Lebesgue en [0,1] y

2
X(v) = - arcsin /v.

En este caso la funcién cuantil es

Qx(p) = sin® 7r2p'

Nuestro corolario de la ley de arcoseno es la siguiente convergencia
uniforme:

) .o T
l[im max oz(-")—smz—

=0.
n—o0 1<j<2n | 4 on+1
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Graéficas para n = 3y para n = 2%

Los puntos azules son (j/2”,aj(.")), j=1,...,2"

La linea gris es la grafica Qx(p) = sin? %)
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Errores uniformes

Para cada n denotemos por (") al error uniforme:

2 T
2n+1

(n)

Q;

(M — max — sin =0.

1<j<2n

La siguiente tabla muestra que la convergencia es bastante lenta:

n| 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30

()

0300 | 0209 | 0.164 | 0.144 | 0.126 | 0.116
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Otra aplicacion:
sucesiones reales asintéticamente distribuidas

Sea A una medida de probabilidad de Borel en R,
tal que supp(A) es conexo y acotado,
y sea ()72, una sucesién en R.

Supongamos que (5j)f°i1 es asintoticamente distribuida como A:

i FUELLn): B <)

n—o00 n

= Fa(v).

Denotemos por (agn), .. .,aﬁ,”)) a la lista (B1,...,,) ordenada.
Entonces

lim max \aj(-") — Qa(/n)| = 0.

n—o0 1<j<n
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Caso particular: sucesiones uniformemente distribuidas

Si F(v) = v en [0,1], entonces Q(p) = pen [0,1], y

lim_ 1r£ja<xn]oz —j/n| =0.
Por ejemplo, sea
By =iv2—1jva].

Por el Teorema de Equidistribucién de Weyl,
(Bj)721 es uniformemente distribuida en [0, 1].
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Ejemplo 3 = jv2 — |jv2]

1

Las abscisas de los puntos azules son j/64, j =1,...,64.

Las ordenadas de los puntos azules son los nimeros j\f — L/ﬁj
ordenados de manera ascendente.

La linea gris es la gréfica de la funcién identidad en [0, 1].
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Errores uniformes

(M — max a(-n) _4 .

1<j<n

n| 32 | e | 128 | 286 | 512
| 46102 26-102| 1.1-102| 56-102| 331073

T
Para n < 10000 obtuvimos () < 0.7 :(n)
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iGracias!
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