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La invertibilidad es
uno de los conceptos principales

en álgebras con identidad.

¿Habrá algún análogo en álgebras sin identidad?

Si hay identidades aproximadas,
entonces podemos estudiar elementos

aproximadamente invertibles.

Otros caminos:
unitarización,

elementos casi invertibles.
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en álgebras con identidad.
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Definición de álgebra normada (repaso)

Sea A un espacio normado complejo y al mismo tiempo un álgebra.
Se dice que A es un álgebra normada si la norma en A es
submultiplicativa:

∀a, b ∈ A ‖ab‖ ≤ ‖a‖ ‖b‖.

Un álgebra normada A se llama álgebra de Banach
si A es completa respecto a la distancia inducida por la norma.

Ejemplos principales de álgebras de Banach (con identidad):
Cb(T ,C) = las funciones acotadas continuas T → C,
donde T es un espacio topológico.
B(X ,X ) = los operadores lineales acotados
que actúan en un espacio de Banach X .
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Definición de álgebra topológica (repaso)

Sea A un espacio vectorial topológico y al mismo tiempo un álgebra.
Se dice que A es un álgebra topológica si la multiplicación en A es
continua respecto a cada uno de los argumentos, es decir, si:

para cada x ∈ A, la función y 7→ xy es continua;
para cada y ∈ A, la función x 7→ xy es continua.

Algunos autores piden que la multiplicación sea una función continua de
dos argumentos.
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Definición de red (repaso)

El concepto de redes generaliza al concepto de sucesiones.

Sea � un orden parcial en un conjunto J .
Se dice que (J ,�) es un conjunto dirigido si

∀p, q ∈ J ∃r ∈ J (r � p) ∧ (r � q).

Una red en un espacio topológico (X , τ) es una función s : J → X ,
donde (J ,�) es un conjunto dirigido.
Vamos a escribir (sj)j∈J en lugar de s.

Sea (X , τ) un espacio topológico, sea (sj)j∈J una red y sea p ∈ X .
Se dice que la red (sj)j∈J converge al punto p si

∀V ∈ τp ∃k ∈ J ∀j � k sj ∈ V .
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Definiciones

Definición (Thatte, Bhatt, 1984)
Sea A un álgebra topológica con identidad e y sea x ∈ A.
Se dice que x es topológicamente invertible por la derecha
si existe una red (rj)j∈J tal que

lim
j∈J

x rj = e.

Definición (Arizmendi, Carrillo, Palacios, 2007)
Sea A un álgebra topológica y sea x ∈ A.
Se dice que x es topológicamente invertible por la derecha si

clos(x A) = A.
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Definiciones

Sea A un álgebra topológica (con o sin identidad).

Definición (identidad aproximada)
Una red (ej)j∈J en A se llama identidad aproximada en A
si para cada elemento a de A

lim
j∈J

aej = a, lim
j∈J

eja = a.

Decimos que A es aproximadamente unitaria si existe una identidad
aproximada en A.
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Definiciones
Definición (red aprox. inversa por la derecha a un elemento)
Sea x ∈ A y sea (rj)j∈J una red en A.
Decimos que (rj)j∈J es aprox. inversa por la derecha de x
si la red (x rj)j∈J es una identidad aproximada en A.

Definición (elemento aproximadamente invertible por la derecha)
Un elemento x de A se llama aprox. invertible por la derecha si existe
una red (rj)j∈J en A tal que (x rj)j∈J es una identidad aproximada en A.

Notación para el conjunto de los elementos
aproximadamente invertibles por la derecha:

ApInvR(A).
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Situación en álgebras normadas con identidad
Sea A un álgebra normada con identidad e y sea x ∈ A.

∃y ∈ A xy = e

∃(rj)j∈J lim
j∈J

xrj = e

∃(rj)j∈J (xrj)j∈J
es una identidad aprox.

invertibilidad
derecha

invert. derecha
topológica,

clos(xA) = A

invert. derecha
aproximada

si A es
completa
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Contenido

Definiciones

Ejemplos de álgebras
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C0(R), unitarización y elementos casi invertibles

C0(R) := las funciones continuas que tienden a cero en ∞.

En la unitarización de C0(R) ningún elemento de C0(R) es invertible.

f se llama casi invertible si existe un elemento g tal que

fg − f − g = 0.

En el álgebra C0(R),

f es casi invertible 1 /∈ f (R)

Por ejemplo, si
f (x) = 1

2 + x2 ,

entonces f es C.I., 4f no es C.I., 4 i f es C.I.
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Descripción de las identidades aproximadas en C0(R)

C0(R) := las funciones continuas que tienden a cero en ∞.

K := los subconjuntos compactos de R.

Dada una red (ej)j∈J en C0(R), las siguientes condiciones son equivalentes:

(ej)j∈J es
id. aprox.

∀K ∈ K
lim
j∈J

sup
t∈K
|ej(t) − 1| = 0
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Ejemplo de una identidad aproximada en C0(R)

ej(t) :=


1, |t| ≤ j ;
j + 1− |t|, j < |t| ≤ j + 1;
0, |t| > j + 1.

Gráfica de e1
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Ejemplo de una identidad aproximada en C0(R)
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Ejemplo de una identidad aproximada en C0(R)

ej(t) :=


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Criterio de la invertibilidad aproximada en A = C0(R)

f ∈ ApInv(A)

clos(f A) = A 0 /∈ f (R)
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Ejemplo de elemento aproximadamente invertible en C0(R)

f (t) = 1√
1 + t2

1/f no es acotada

g1 := e1/fg2 := e2/fg3 := e3/f

f g1 = e1f g2 = e2f g3 = e3

19 / 49
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Ejemplo de elemento aproximadamente invertible en C0(R)
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Álgebra pequeña del disco

D := {z ∈ C : |z | < 1}.

Denotemos por A0 al álgebra de todas las funciones continuas D→ C
que son holomorfas en D y se anulan en el punto 0:

A0 :=
{

f ∈ C(D) : f |D ∈ H(D) ∧ f (0) = 0
}
.

A0 es una subálgebra (sin identidad) cerrada de C(D).
Está generada por

g(z) := z .
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Generador del álgebra A0

La gráfica del valor absoluto de g(z) = z
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Ejemplo de un elemento del álgebra A0

La gráfica del valor absoluto de f (z) = z2
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Propiedad principal de los elementos de A0

Lema
Si f ∈ A0, entonces para cada z en D

|f (z)| ≤ |z | ‖f ‖∞.

Demostración. Se sigue del lema de Schwarz.

Lema
Para cada f en A0,

sup
1/2≤|z|≤1

|f (z)− 1| ≥ 1
3 .

Demostración. Si ‖f ‖∞ ≥ 4
3 , entonces sup|z|=1 |f (z)− 1| ≥ 1

3 .

Si ‖f ‖∞ ≤ 4
3 , entonces |f (1/2)| ≤ 2

3 .
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Colapso de los ideales y pérdida de la identidad

Proposición
Ningún ideal principal es denso en A0.

Proposición
El álgebra A0 no tiene identidades aproximadas.
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Álgebra de convolución L1(R)

Para cualesquiera dos funciones f , g ∈ L1(R)
denotamos por f ∗ g su convolución :

(f ∗ g)(x) =
∫
R

f (x − y)g(y) dy .

L1(R) con la operación ∗ es un álgebra conmutativa sin identidad.

Para cada f ∈ L1(R) denotemos por f̂ la transformada de Fourier de f :

f̂ (t) :=
∫
R

f (x) e− i t x dx .

La transformada de Fourier convierte ∗ en el producto puntual:

f̂ ∗ g = f̂ ĝ .
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Sucesiones de Dirac

Definición
Una sucesión (ej)j∈N en L1(R) es una sucesión de Dirac si:

1 ej(x) ≥ 0 para cada x ∈ R, j ∈ N;
2 para cada j ∈ N, ∫

R
ej(x) dx = 1;

3 para cada δ > 0,
lim

j→∞

∫
|x |≥δ

ej(x) dx = 0.

Cada sucesión de Dirac es una identidad aproximada en L1(R).
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Ejemplo de una sucesión de Dirac

ej(x) =
(sin(jx))2

πjx2 .

j = 1

En este ejemplo los soportes de êj son compactos:

êj(t) =
{

1− |t|2j , |t| ≤ 2j ;
0, en otro caso.

j = 1
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Ejemplo de una sucesión de Dirac
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Ejemplo de una sucesión de Dirac

ej(x) =
(sin(jx))2

πjx2 .

j = 3

En este ejemplo los soportes de êj son compactos:

êj(t) =
{

1− |t|2j , |t| ≤ 2j ;
0, en otro caso.

j = 3
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Ejemplo de una sucesión de Dirac

ej(x) =
(sin(jx))2

πjx2 .

j = 4

En este ejemplo los soportes de êj son compactos:

êj(t) =
{

1− |t|2j , |t| ≤ 2j ;
0, en otro caso.

j = 4
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Ejemplo de una sucesión de Dirac

ej(x) =
(sin(jx))2

πjx2 .

j = 5

En este ejemplo los soportes de êj son compactos:

êj(t) =
{

1− |t|2j , |t| ≤ 2j ;
0, en otro caso.

j = 5

29 / 49



Lema de División de Wiener

f ∈ L1(R)
supp( f̂ ) es compacto

g ∈ L1(R)
∀x ∈ supp( f̂ ) ĝ(x) 6= 0

∃h ∈ L1(R)
f = g ∗ h

30 / 49



Criterio de la invertibilidad aproximada en A = L1(R)

f ∈ ApInv(A)

clos(f ∗A) = A 0 /∈ f̂ (R)

Demostración de la implicación 0 /∈ f̂ (R) =⇒ f ∈ ApInv(A).
Sea (ej)j∈N una sucesión de Dirac con supp(êj) compactos.
Usando el Lema de División de Wiener construimos gj ∈ L1(R) tales que

ej = f ∗ gj .
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Ejemplo de un elemento en ApInv(L1(R))

f (x) = 1
π(1 + x2)

1/π

h1 tal que

f ∗ h1 = e1

h2 tal que

f ∗ h2 = e2

h3 tal que

f ∗ h3 = e3

0.6985

3.9469

21.0312
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Álgebra de operadores compactos en un espacio de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita.

K(H) := los operadores lineales compactos que actúan en H.

Recordemos una propiedad importante de operadores compactos:
si (Sn)

∞
n=1 es una sucesión de operadores lineales acotados en H,

Snv → 0 para cada v ∈ H y T ∈ K(H), entonces

‖SnT‖ → 0, ‖TSn‖ → 0.
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Identidad aproximada asociada a una base ortonormal

Sea (bn)
∞
n=1 una base ortonormal de H. Entonces

∀v ∈ H v =
∞∑

n=1
〈v , bj〉bj .

Para cada m ∈ {1, 2, 3, . . .} definimos Pm : H → H por la regla

Pmv :=
m∑

j=1
〈v , bj〉 bj .

Por ejemplo,

v = α1b1 + α2b2 + α3b3 + . . . 7→ P2v = α1b1 + α2b2.

Pm es la proyección ortogonal sobre L(b1, . . . , bm).
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Identidad aproximada asociada a una base ortonormal

Pmv :=
m∑

j=1
〈v , bj〉 bj .

Proposición
(Pm)

∞
m=1 es una identidad aproximada en K(H).

Demostración. La sucesión (Pm)m∈N converge puntualmente al operador
identidad I:

∀v ∈ H (Pm − I)v → 0.

Por lo tanto, para cualquier T ∈ K(H),

‖PmT − T‖ → 0 y ‖TPm − T‖ → 0.
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Descomposición en valores singulares
de un operador compacto

Sea T ∈ K(H), r = rango(T ).
Se pone r = +∞, si T (H) no es de dimensión finita.
Entonces existen dos sucesiones ortonormales (aj)

r
j=1 y (bj)

r
j=1

y una sucesión de números positivos (sj)
r
j=1 tales que

s1 ≥ s2 ≥ s3 ≥ . . . > 0, lim
j→∞

sj = 0,

Ta1 = s1b1, Ta2 = s2b2, Ta3 = s3b3, . . .

Por consecuencia, para cada vector v en H,

Tv =
r∑

j=1
sj〈v , aj〉bj .
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Criterio de invertibilidad aproximada izquierda en K(H)
Sea T : H → H un operador compacto
que tiene la siguiente descomposición en valores singulares:

Tv =
r∑

j=1
sj〈v , aj〉bj .

Entonces

T ∈ ApInvL(K(H))

(aj)
r
j=1 es total

ker(T ) = {0}
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Invertibilidad aproximada izquierda en K(H)
Idea de la demostración

Supongamos que ker(T ) = {0}. Entonces r = +∞ y (aj)
+∞
j=1 es total.

Definimos Um usando la descomposición de T en valores singulares:

T U3

Calculemos U3T :

a1 7→ s1b1 b1 7→ a1/s1

a1 7→ a1

a2 7→ s2b2 b2 7→ a2/s2

a2 7→ a2

a3 7→ s3b3 b3 7→ a3/s3

a3 7→ a3

a4 7→ s4b4 b4 7→ 0

a4 7→ 0

a5 7→ s5b5 b5 7→ 0

a5 7→ 0

. . . . . .

Entonces UmT = Pm, aśı que (UmT )∞m=1 es una identidad aproximada.
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a4 7→ s4b4 b4 7→ 0

a4 7→ 0

a5 7→ s5b5 b5 7→ 0

a5 7→ 0

. . . . . .

Entonces UmT = Pm, aśı que (UmT )∞m=1 es una identidad aproximada.
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Pm, aśı que (UmT )∞m=1 es una identidad aproximada.

39 / 49



Invertibilidad aproximada izquierda en K(H)
Idea de la demostración

Supongamos que ker(T ) = {0}. Entonces r = +∞ y (aj)
+∞
j=1 es total.

Definimos Um usando la descomposición de T en valores singulares:

T U3 Calculemos U3T :

a1 7→ s1b1 b1 7→ a1/s1 a1 7→ a1

a2 7→ s2b2 b2 7→ a2/s2 a2 7→ a2

a3 7→ s3b3 b3 7→ a3/s3 a3 7→ a3

a4 7→ s4b4 b4 7→ 0 a4 7→ 0

a5 7→ s5b5 b5 7→ 0 a5 7→ 0

. . . . . .
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Invertibilidad aproximada derecha en K(H)
Sea T : H → H un operador compacto
que tiene la siguiente descomposición en valores singulares:

Tv =

r(T )∑
j=1

sj〈v , aj〉bj .

Entonces

T ∈ ApInvR(K(H))

(bj)
r
j=1 es total

clos(T (H)) = H
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Resumen para la situación conmutativa
Sea A un álgebra de Banach conmutativa y sea x ∈ A.
MA := el espacio de caracteres de A.
x̂ := la transformada de Gelfand de x .

x ∈ ApInv(A)

clos(xA) = A

0 /∈ x̂(MA)

si A es
aprox. unitaria
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Situación no conmutativa, ideales maximales modulares

Definición
Sea A un álgebra. Un ideal derecho J se llama modular
si existe un elemento v en A tal que

∀x ∈ A vx − x ∈ J .

Se sabe que cada ideal modular derecho está contenido en un ideal
modular derecho maximal.
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Resumen para la situación no conmutativa

Sean A un álgebra normada no unitaria, x ∈ A.
Los resultados son ciertos también para álgebras topológicas.

x ∈ ApInvR(A)

clos(xA) = A

x no pertenece a ningún ideal
modular maximal derecho

si A es
aprox. unitaria
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Relación con los divisores topológicos de cero

A un álgebra de Banach
no unitaria

x ∈ ApInvR(A)

existe una red (zj)j∈J
tal que zj 6→ 0,

xzj → 0
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Problema 1: álgebra que no sea aproximadamente unitaria,
pero que tenga algunos ideales principales densos

Encontrar un álgebra de Banach (o un álgebra topológica) A
con las siguientes dos propiedades:

1 no existe ninguna identidad aproximada en A;
2 existe un x en A tal que clos(xA) = A.
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Problema 2: invertibilidad aproximada bilateral

Sea A un álgebra normada no unitaria y sea x ∈ A.

Supongamos que x ∈ ApInvL(A) ∩ ApInvR(A):
existe una red (`j)j∈J tal que (`jx)j∈J es una identidad aproximada;
existe una red (rk)k∈K tal que (xrk)k∈K es una identidad aproximada.

¿Podemos construir una red (yp)p∈P tal que ambas redes

(xyp)p∈P , (ypx)p∈P

sean identidades aproximadas?
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Problema 3: situación en álgebras C*

Sea A un álgebra C* no conmutativa no unitaria.

¿Se puede describir ApInvR(A)
en términos de ideales modulares derechos maximales?
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Conclusiones

ApInv=? La invertibilidad aproximada es. . .

. . . una generalización de la invertibilidad;

. . . una herramienta para estudiar
la densidad de los ideales principales;

. . . algo fuera de los ideales
maximales modulares.
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