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Definicion de algebra normada (repaso)

Sea A un espacio normado complejo y al mismo tiempo un algebra.

Se dice que A es un algebra normada si la norma en A es
submultiplicativa:

Va,be A |lab] < |lall[|b].

Un algebra normada A se llama algebra de Banach
si A es completa respecto a la distancia inducida por la norma.

Ejemplos principales de algebras de Banach (con identidad):
e Cu(T,C) = las funciones acotadas continuas T — C,
donde T es un espacio topolégico.

e B(X,X) = los operadores lineales acotados
que acttan en un espacio de Banach X.
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Definicion de algebra topoldgica (repaso)

Sea A un espacio vectorial topoldgico y al mismo tiempo un algebra.

Se dice que A es un algebra topoldgica si la multiplicacién en A es
continua respecto a cada uno de los argumentos, es decir, si:

@ para cada x € A, la funcién y — xy es continua;

@ para cada y € A, la funcién x — xy es continua.

Algunos autores piden que la multiplicaciéon sea una funcién continua de

dos argumentos.
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Definicion de red (repaso)
El concepto de redes generaliza al concepto de sucesiones.

Sea = un orden parcial en un conjunto J.
Se dice que (J, =) es un conjunto dirigido si

Vp,q e J dreJ (r=p) AN (r=aq).

Una red en un espacio topoldgico (X, 7) es una funcién s: J — X,
donde (J, <) es un conjunto dirigido.
Vamos a escribir (s;)jc; en lugar de s.

Sea (X, T) un espacio topoldgico, sea (sj)jcs una red y sea p € X.
Se dice que la red (sj)jcs converge al punto p si

vV e, dked Vjizk sje V.
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Definiciones

Definicién (Thatte, Bhatt, 1984)

Sea A un algebra topoldgica con identidad e y sea x € A.
Se dice que x es topoldgicamente invertible por la derecha
si existe una red (rj);ey tal que

limxr; =e.
jed

Definicién (Arizmendi, Carrillo, Palacios, 2007)

Sea A un algebra topolégica y sea x € A.
Se dice que x es topoldégicamente invertible por la derecha si

clos(x A) = A.
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Definiciones

Sea A un élgebra topoldgica (con o sin identidad).

Definicién (identidad aproximada)

Una red (&j)jecs en A se llama identidad aproximada en A
si para cada elemento a de A

lim ae; = a, limeja = a.
jeJ jed

Decimos que A es aproximadamente unitaria si existe una identidad
aproximada en A.
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Definiciones

Definicién (red aprox. inversa por la derecha a un elemento)
Sea x € Ay sea (rj)jey una red en A.

Decimos que (rj)jcy es aprox. inversa por la derecha de x
si la red (x rj)jcy es una identidad aproximada en A.

Definicién (elemento aproximadamente invertible por la derecha)

Un elemento x de A se llama aprox. invertible por la derecha si existe
una red (rj)jcs en A tal que (x rj)jcy es una identidad aproximada en A.

v

Notacién para el conjunto de los elementos
aproximadamente invertibles por la derecha:

Aplnvg(A).
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Situacién en algebras normadas con identidad

Sea A un algebra normada con identidad e y sea x € A.

invertibilidad
derecha

l si A es
completa
invert. derecha

dye A xy=e

topoldgica, A(rj)jes yen}xrj = G D
clos(xA) = A R
invert. derecha Arj)jes (xrj)jey

aproximada es una identidad aprox.
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Co(R), unitarizacidn y elementos casi invertibles

Co(R) := las funciones continuas que tienden a cero en co.

En la unitarizacién de Cop(R) ningin elemento de Co(R) es invertible.
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Co(R), unitarizacidn y elementos casi invertibles

Co(R) := las funciones continuas que tienden a cero en co.

En la unitarizacién de Cop(R) ningin elemento de Co(R) es invertible.

f se llama casi invertible si existe un elemento g tal que
fg—f—g=0.

En el algebra Gy(R),

S

(<\f\ ?s casi invertil/3|/e/> «—> <\; 1 ¢ f(R) >)

_—

Por ejemplo, si
1
flx)= ——
()= 5

entonces f es C.I., 4f noes Cl.,, 4if es C.l.
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Descripcién de las identidades aproximadas en Cy(RR)
Co(R) := las funciones continuas que tienden a cero en oo
K = los subconjuntos compactos de R.

Dada una red (e)jes en Co(R), las siguientes condiciones son equivalentes:

_— —

VK € K
(heres TN
id. aprox. j'er'} fé',lz lej(t) — 1| = 0/

o R
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Ejemplo de una identidad aproximada en Cy(R)

1, t] < J;
g(t):=qj+1—|tl, j<|t|<j+]1;
0, |t| >+ 1.

Gréfica de ¢
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Criterio de la invertibilidad aproximada en A = Cy(R)
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Ejemplo de elemento aproximadamente invertible en Cy(R)

1
F(t) = T~
() Vi+t2 ] T~

1/f no es acotada
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Ejemplo de elemento aproximadamente invertible en Cy(R)
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V14 t2

f(t) =

g1 =e/f

fag=ea

_—

L

—

\
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Ejemplo de elemento aproximadamente invertible en Cy(R)

1

V14 t2

f(t) =

g3 =e3/f

fgs=es

_—

L

—

\
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Algebra pequena del disco

D={zeC: |z| <1}.

Denotemos por Ag al 4lgebra de todas las funciones continuas D — C
que son holomorfas en D y se anulan en el punto 0:

Av:={feCD): flpeHD) A F(0)=0}.
Ao es una subalgebra (sin identidad) cerrada de C(D).

Esta generada por
g(z) =z
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Generador del algebra Ag

La grafica del valor absoluto de g(z) =z
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Ejemplo de un elemento del algebra Ay

La gréfica del valor absoluto de f(z) = z?
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Propiedad principal de los elementos de Ag

Lema
Si f € Ay, entonces para cada z en D

£ (2)] < |2] |]loo-

Demostracion. Se sigue del lema de Schwarz. O

Lema
Para cada f en Ay,

sup  |f(z) - 1| >
1/2<z|<1

W| =

Demostracion. Si ||f]jo > 5, entonces supj, =1 |f(2) = 1| > 3

Si |[flleo < %, entonces |f(1/2)] < % -
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Colapso de los ideales y pérdida de la identidad

Proposicién
Ningtn ideal principal es denso en Ap. J

Proposicién
El dlgebra Ay no tiene identidades aproximadas. J

25 / 49



Contenido

Definiciones

Ejemplos de algebras
sin identidad

G(R) K(#H)

Ao(D) L(R)

Resultados

generales

ESFM.EgorMaximenko.com Invertibilidad aproximada en algebras sin identidad 26 / 49



Algebra de convolucién L}(R)

Para cualesquiera dos funciones f, g € L}(R)
denotamos por f x g su convolucion :

(f * g)(x /fx— y)dy.

L*(R) con la operacién # es un algebra conmutativa sin identidad.

Para cada f € L}(R) denotemos por f la transformada de Fourier de f:

7(t) = /R F(x) e 1t d.

La transformada de Fourier convierte * en el producto puntual:
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Sucesiones de Dirac

Definicién

Una sucesién (ej)jen en L}(R) es una sucesién de Dirac si:
Q ¢j(x)>0paracadaxeR, jeN;
@ paracadaj €N,

/Rej(x) dx =1,

© paracada > 0,

lim ej(x) dx = 0.
j=00 J|x|>5

Cada sucesién de Dirac es una identidad aproximada en L*(R).
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Ejemplo de una sucesién de Dirac

(sin(jx))?
j=1

En este ejemplo los soportes de €; son compactos:

o 1B e <2
&(t) =
0, en otro caso.
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Ejemplo de una sucesién de Dirac
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g

1

En este ejemplo los soportes de €; son compactos:

~H e <2
gj(t):{o 2j> It = 2j;

en otro caso.
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Ejemplo de una sucesién de Dirac

(sin(jx))>
Tjx2

g(x) =

/N

j=4

e —_—

En este ejemplo los soportes de €; son compactos:

o 1B e <2
&(t) =
0, en otro caso.
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Ejemplo de una sucesién de Dirac

(sin(jx))>
Tjx2

/N

o ~—

g(x) =

J=5

En este ejemplo los soportes de €; son compactos:

o 1B e <2
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0, en otro caso.

29 / 49



Lema de Division de Wiener

i
>_
el
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Criterio de la invertibilidad aproximada en A = L'(R)

e v

Demostracion de la implicacién 0 ¢ f(R) = f € ApInv(A).
Sea (€j)jen una sucesién de Dirac con supp(€&) compactos.
Usando el Lema de Divisién de Wiener construimos g; € L1(R) tales que

e = f xgj. O
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Ejemplo de un elemento en ApInv(L!(R))

1/7

x

0.6985

hy tal que i

f*hlzel
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Ejemplo de un elemento en ApInv(L!(R))

1/7

x

3.9469

hy tal que

f*h =e
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Ejemplo de un elemento en ApInv(L!(R))

1/7

x

21.0312

hs tal que

f*h3:e3
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Algebra de operadores compactos en un espacio de Hilbert

Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita.
K(#) = los operadores lineales compactos que actiian en H.

Recordemos una propiedad importante de operadores compactos:
si (Sp)52; es una sucesién de operadores lineales acotados en H,
Spv — 0 paracadav e Hy T € K(H), entonces

|SaT|| — 0, || TSn|| — 0.
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Identidad aproximada asociada a una base ortonormal

Sea (bp)S2; una base ortonormal de H. Entonces

VveH v="> (v,bj)b;.

n=1

Para cada m € {1,2,3,...} definimos P,,: H — H por la regla

Pmv = (v, bj) b;.
j=1

Por ejemplo,
Vv=oa1b +asby +azbs+ ... — Pov = a1b; + asb;.
P, es la proyeccién ortogonal sobre L(by, ..., by).
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Identidad aproximada asociada a una base ortonormal

Pmv = Z<v, bj) b;.
=1

J

Proposicion }

(Pm)%o_; es una identidad aproximada en K(H).

Demostracion. La sucesién (Pp)men converge puntualmente al operador
identidad /:

WweH  (Pm—l)v—0.
Por lo tanto, para cualquier T € K(H),

|PmT —T|| —0 y |TPm — T|| — 0. O
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Descomposicion en valores singulares
de un operador compacto

Sea T € K(H), r = rango(T).

Se pone r = +o00, si T(H) no es de dimensién finita.
Entonces existen dos sucesiones ortonormales (a;)7_; y (b;)f_;
y una sucesién de nlimeros positivos (Sj)f:1 tales que

s1>s>s3>...>0, jl—i>rgosj:07

Ta1 =851 bl, Ta2 = 52b2, Ta3 = S3b3,

Por consecuencia, para cada vector v en H,

r

Tv = ZSJ<V, aj>bj.

J=1
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Criterio de invertibilidad aproximada izquierda en K(#)

Sea T: H — H un operador compacto
que tiene la siguiente descomposicién en valores singulares:

Tv = Z sj<v, aj>bj.

Entonces

j=1
(

aj)j; es total
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Invertibilidad aproximada izquierda en K(H)

Idea de la demostracién

Supongamos que ker(T) = {0}. Entonces r = 400 y (aj)fzof es total.
Definimos U,;, usando la descomposiciéon de T en valores singulares:

T
al — S1 b1

as — 52b2
as — S3b3
asg — S4b4

as — S5 b5

Us
b1 —> 31/51

bg — 32/52
b3 — 33/53
b4l—>0

b5'—>0
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Invertibilidad aproximada izquierda en K(H)

Idea de la demostracién

Supongamos que ker(T) = {0}. Entonces r = 400 y (aj)fzof es total.
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Entonces Un T = Py, asi que (Un T)5—; es una identidad aproximada.
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Invertibilidad aproximada derecha en K(%)

Sea T: H — H un operador compacto
que tiene la siguiente descomposicién en valores singulares:

r(T)

Tv = Z sj<v, aj)bj.

j=1
(bj)i—; es total

Entonces

T € Aplnvg(K(H))
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Resumen para la situacion conmutativa

Sea A un algebra de Banach conmutativa y sea x € A.
M 4 = el espacio de caracteres de A.
X := la transformada de Gelfand de x.

si A es
3 aprox. unitaria
v
0 ¢ X(Ma)
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Situacién no conmutativa, ideales maximales modulares

Definicion
Sea A un algebra. Un ideal derecho J se llama modular
si existe un elemento v en A tal que

Vx e A vx — x € J.

Se sabe que cada ideal modular derecho estd contenido en un ideal
modular derecho maximal.
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Resumen para la situaciéon no conmutativa

Sean A un algebra normada no unitaria, x € A.

x € Aplnvg(A)

!

si A es

aprox. unitaria

X no pertenece a ningun ideal
modular maximal derecho
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Relacién con los divisores topolégicos de cero

A un algebra de Banach
no unitaria

existe una red (zj);ey
tal que z; /4 0,

xzi — 0

x € Aplnvg(A)

45/ 49



Problema 1: algebra que no sea aproximadamente unitaria,
pero que tenga algunos ideales principales densos

Encontrar un algebra de Banach (o un &lgebra topoldgica) A
con las siguientes dos propiedades:

@ no existe ninguna identidad aproximada en A;
@ existe un x en A tal que clos(x.A) = A.
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Problema 2: invertibilidad aproximada bilateral

Sea A un algebra normada no unitaria y sea x € A.

Supongamos que x € Aplnv, (A) N Aplnvg(A):
@ existe una red (¢;)jc, tal que (¢jx)jc, es una identidad aproximada;

@ existe una red (rx)kek tal que (xrg)kek s una identidad aproximada.
i Podemos construir una red (y,)pcp tal que ambas redes

(X)/p)pepv ()’px)peP

sean identidades aproximadas?
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Problema 3: situacién en algebras C*

Sea A un algebra C* no conmutativa no unitaria.

i Se puede describir Aplnvg(\A)
en términos de ideales modulares derechos maximales?
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Conclusiones

La invertibilidad aproximada es.

A\ o

.. una generalizacién de la invertibilidad;

.. una herramienta para estudiar
la densidad de los ideales principales;

.. algo fuera de los ideales
maximales modulares.

49 / 49



