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Espacio de Bergman

D={zeC:|z| <1}.

1 = medida de Lebesgue en el plano.
A?(D) = espacio de Bergman = {f € [?(D,p): f analitica}.

A?(D) es un subespacio (cerrado) de L?(D, p).



Base del espacio de Bergman, proyeccién de Bergman
Los monomios normalizados forman una base ortonormal de A%(D):

on(z) = /2L 2"

Nicleo de Bergman:

> —_— 1
K(z,w) = nz:%%(z)s@n(w) = A=W
Proyeccién de Bergman :
(B)(z) = Y_Fon) on = | K(zw) £() ().

B es una proyeccién ortogonal de L?(D, ) sobre A%(D):
B>=B, B*=B, Im(B)=A*D).



Isomorfia entre A?(D) y ¢

A?(D) es un espacio de Hilbert separable y de dimensién infinita,
por lo tanto, es isometricamente isomorfo a ¢2,

donde £? := el espacio de las sucesiones complejas de cuadrado sumable.



Isomorfia entre A?(D) y ¢

A?(D) es un espacio de Hilbert separable y de dimensién infinita,
por lo tanto, es isometricamente isomorfo a ¢2,
donde £? := el espacio de las sucesiones complejas de cuadrado sumable.

Construyamos un isomorfismo isométrico R: A%(D) — ¢2
usando la base (¢,)%2, de A?(D):

R: f € A%(D) — ((F, o)), € £2.

R (xn)32 € £2 — anga,, e A%(D).
n=0



Operadores de Toeplitz en el espacio de Bergman

Dada una funcién a € L>°(D),
el operador de Toeplitz definido por el simbolo a es

T.: A%(D) — A%(D), T.f = B(af).

Representacién integral de T,:

(TaF)(@) = [ 22 dut)
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Funciones radiales

Una funcién a: D — C se llama radial si

a(z) = a(|z|) Vz € D.

Si a: D — C es una funcién radial,
la identificamos con su restriccién al intervalo [0, 1).



Funciones radiales

Una funcién a: D — C se llama radial si
a(z) = a(|z|) Vz € D.

Si a: D — C es una funcién radial,
la identificamos con su restriccién al intervalo [0, 1).

Ejemplo de una funcién radial

La funcién
D— C, z|z)?

es radial y se identifica con la funcién

[0,1) = C,  rer?




Diagonalizaciéon de operadores de Toeplitz
con simbolos radiales

» (Yoo
Dada una sucesién acotada g = (gn)%%,
el operador de multiplicacién por g en el espacio 2 es

Mg : 2 - 52, (Xn)pz0  —  (&nXn)n=o-



Diagonalizaciéon de operadores de Toeplitz
con simbolos radiales

» (Yoo
Dada una sucesién acotada g = (gn)%%,
el operador de multiplicacién por g en el espacio 2 es

Mg: 02 — (2, (xn)oz0 > (8nXn)no-

Teorema (Korenblum and Zhu, 1995)

Sea a € L*°(D) una funcién radial. Entonces
RT.R*=M,,,

donde M., es el operador de multiplicacién por la siguiente sucesion:

() = (n+1) [ atvryr




Demostracién del teorema sobre la diagonalizacion
Calculemos coordenadas del vector T,p,:

(Tapn, ok) = (B(apn), pk) = (apn, B(wk)) = (an, k)

_n+tl /D a(2)z"z" dyu(z)

™

1 2w 1
_nt / ety dap/ a(r) r"ttt dr
T Jo 0

= 6nk - (n+ 1)/01 a(v/u)u" du

= 5n,k : "Ya(n)-



Demostracién del teorema sobre la diagonalizacion
Calculemos coordenadas del vector T,p,:

(Tapn, ok) = (B(apn), pk) = (apn, B(wk)) = (an, k)

_n+tl /Da(z)z”?k du(z)

™

1 2w 1
— n+ / el(nfk)(p d(p/ a(r) Pkt gy
0 0

= 6nk - (n+ 1)/01 a(v/u)u" du

= 5n,k : "Ya(n)-

De alli  Topn =7a(n)¢n, estoes, T, es diagonal en la base @,.

Pasando al espacio de coordenadas 2, obtenemos que

RT,R x = v.x Vx € (2,



Algebra generada por operadores de Toeplitz
con simbolos radiales

L(A%(D)) := el algebra C* de operadores acotados en A%(D).
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Las dos algebras C*, 7Z;.a y A, son isometricamente isomorfas.

J




Algebra generada por operadores de Toeplitz
con simbolos radiales

L(A%(D)) := el algebra C* de operadores acotados en A%(D).

Tiad = la subalgebra C* de £(A?(D)) generada por {T,: a € L*°(0,1)}.
A = la subélgebra C* de /> generada por {v,: a € L>°(0,1)}.
Tenemos un isomorfismo isométrico entre los generadores de 7;.q y A:

T;— Ya.

Por lo tanto,

Las dos algebras C*, 7Z;.a y A, son isometricamente isomorfas. ]

El objetivo de este trabajo: describir A de manera explicita .
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Diferencias iteradas de una sucesion

Dada una sucesién (x,)52,, podemos definir sus
diferencias del primer orden:

(AX)p = Xn+1 — Xn,
diferencias del segundo orden:
(Azx)n = (AX)n+1 — (AX)n = Xnt2 — 2Xp41 + X,
etc.

Diferencias del k-ésimo orden:

k
(8%%)n = (1)) (- 1)’( >Xn+j-

Jj=0



Un resultado de la teoria de momentos

Dada una funcién a: [0,1] — C, los momentos de a son los nimeros

1)) = /01 at)t"dt  (n=0,1,2,..))



Un resultado de la teoria de momentos

Dada una funcién a: [0,1] — C, los momentos de a son los nimeros

1)) = /01 at)t"dt  (n=0,1,2,..))

Teorema (basado en resultados de Hausdorff)

Dada una sucesion (xn)52, las siguientes condiciones son equivalentes:
@ (xn)22, es la sucesion de momentos de una funcién acotada;

o las diferencias iteradas de (xp)32, cumplen con:

(n+k+1) (” i k) (Akx),

sup

< +00.
k,n>0

k




Descripcion de sucesiones -,

Recordamos que

va(n) = (n+1) /01 a(\/r)r" dr.

Observacién (Suérez, 2008)

Dada una sucesion (xn)52, las siguientes condiciones son equivalentes:
@ x =y, para alguna a € L*>(0,1);

@ la sucesion y, = n’jh es la sucesion de momentos
de alguna funcién acotada;

@ la sucesion y, = n’_‘gl cumple con la condicién

(n+k+ 1)<”Jl:k> (Aky),

sup

< +o00.
k,n>0

Pero la tltima condiciéon no es muy cémoda para checarla.



Resultado de Suérez

Sea d; el conjunto de sucesiones acotadas (x,)ne,
que cumplen con la condicién

sup((n + 1)|xnt1 — x,,|) < 400.
n>0

Notemos que v, € d; para toda a € L*°(0,1).



Resultado de Suérez

Sea d; el conjunto de sucesiones acotadas (x,)ne,
que cumplen con la condicién

sup((n + 1)|xnt1 — x,,|) < 400.
n>0

Notemos que v, € d; para toda a € L*°(0,1).

Teorema (Daniel Suéarez, 2008)

A es la cerradura en {*° del conjunto d;.




Contenido

Operadores de Toeplitz

en el espacio de Bergman

Operadores de Toeplitz
con simbolos radiales

Diferencias iteradas y Sucesiones

el resultado de Sudrez lentamente oscilantes

Resultado principal



Espacio SO,

SO; = el espacio de sucesiones acotadas x = (xp)52, tales que

m||'111 i — 2] = @

n

esto es,

Ve>0 d6>0 Vm,n ( .

m—1‘<5 = |Xm—x,,|<5>.

Es facil ver que SO; es una subdlgebra cerrada de ¢°°.



Ejemplos de sucesiones en SO;

Sucesiones que tienen limite finito

c € SO,




Ejemplos de sucesiones en SO;

Sucesiones que tienen limite finito
c € SO,

Ejemplo de una sucesion no convergente que pertenece a SO;

Xp = COS (6 log(n + 1)>

LA
W NG




Ejemplo de una sucesién ¢ SO;

xp = cos(my/n)

-1

40

Esta sucesién satisface la condicién:
|Xpt1 — Xn| — 0 cuando n— 0o,
pero no pertenece a SOjy:

m
|Xm — xa| 7 0 cuando — — 1.
n
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Resultado principal

Teorema

A=S50;.
Por consecuencia,

,Z;ad = SOl .

Idea de la demostracion

El resultado de Sudrez dice que di es un subconjunto denso de A.

Nosotros demostramos que d; es un subconjunto denso de SO;.
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