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Nicleo (funcién positivamente definida)

Sea D un conjunto y sea K: D> — C.

Tratamos K como una funcién de dos argumentos o como una familia de funciones:

Ky(X):K(XaY) (X,yED).

Se dice que K es un nicleo si VmeN VX1, ..., Xm € D
K(xi,x1) K(xa,x2) ... K(xi,xm)
K(x2,x1) K(,x2) ... K(x2,xm)
det _ _ _ _ > 0.
K(xm,x1) K(Xm,x2) ... K(Xm,Xm)
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Se dice que (K} )yep es un nicleo reproductor de H si

VfeH VyeD fly) = (f,Ky).

En este caso, se dice que H es un EHNR sobre el dominio D.

En caso de existencia, el nicleo reproductor de H es tnico.
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Teorema de Moore—Aronszajn

Dado un nticleo K en un dominio D,
existe un unico espacio de Hilbert H sobre el dominio D
tal que su nicleo reproductor es K.

Idea de demostracién: empezar con el espacio vectorial
Iin{Ky: y e D},

definir el producto interno

<Z Kyos Z qu> = Z Z Ky, (¥q),

p=1lg=1

y hacer una completacién.
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El nicleo de Gauss y el espacio H(R")

Nicleo de Gauss (= nicleo de Weierstrass = niicleo de calor):

Ky(x) = K(x,y) =exp(-7|x —y[*)  (x,y €R").

H = H(R") := el EHNR cuyo niicleo reproductor es K.

Objetivo de la platica: explicar varias descripciones de H(R").
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Combinaciones lineales de K, (n =1, a; € R)

al dn as
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Aplicacion del nicleo K en problemas de separacién /clasificacién

Rn
b
bl [ ] >
[ )
ai
[ ]
[ ] [ )
b3 bs
[
b>
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Aplicacion del nicleo K en problemas de separacién /clasificacién
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Espacio de Bargmann—Segal-Fock

F=FC") = {f €Hol(C"): ]|z < +oo},

713 =2 [ 1R &1 dran(2)
(Cn

donde Xy, es la medida de Lebesgue en C".

Nicleo reproductor:
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Espacio de Steinwart, Hush y Scovel
§=8XC") = {f € Hol(C"): ||fls < +oo),
713 =27 [ 1F@)I? eI digy(2).
Isomorfismo isométrico entre los espacios de Fock y Steinwart:
U: F(C) = S(C"),  (UF)(2) = f(z)e ™ = f(z) exp<—w§n:zj2>.

Ndcleo reproductor de S(C"):

——
KT (w)

—2 — n
KS(w) = @) e % = ool — g (—wzwj - zf) .
Jj=1
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Descripcion de ‘H en términos de S

Steinwart, Hush y Scovel demostraron que

HR") = {flwn: feSEC)}.

|dea de demostracién: el nicleo K* se obtiene al restringir el ntcleo KS.

2

K (w) =e ™28 K (y) = e

Observacién: la correspondencia f — f [gn €s inyectiva.

Idea: la serie de Taylor de f se determina por las derivadas parciales de f [gn.
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La funcién de Gauss y la integral de Gauss—Poisson

Para cada c en R, definimos G.: R" — R,

Ge(s) = eclsl® = exp (chjz) .
j=1

An = la medida de Lebesgue en R".
Para A> 0, Be C",

G_pdA, :/ eAl’ A, (s) = (”)2 .
Rn n A

3 a2
/ o—Alsl?+2(Bs) dXa(s) = (2) S
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Espacio L%(R",7)

Definimos en R” la medida

dn = G, d\,, esto es, dn(s) = ™o’ ds; -

Consideramos el espacio L2(R",n):

(V) gy = [ uls)V(S) € ().

n

-ds,.
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Espacio L%(R",7)

Definimos en R” la medida
dn = Grd\,, esto es, dn(s) = emlsl® dsy - - - dsy.

Consideramos el espacio L2(R",n):

(V) gy = [ ul(s)v(s) o ()

n

Notamos que L?(R", ) C L}(R").

Por lo tanto, podemos aplicar la transformada de Fourier a los elementos de L2(R", 7).
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Preimagen de K, bajo la transformada de Fourier

Para cada a en R”, definimos Q,: R" — C,

Qu(s) = e TSR Gs)

Lema

Q. € L2(R",n) y
FQ, = K,.

Para la demostracién, usamos la integral de Gauss—Poisson:

(FQa)(X) — / e—7r|s\2+27ri<a—x,s> d)\n(S) _ e—7r|x_a|2 _ Ka(X).
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Descripcion de H(R") en términos de la transformada de Fourier

Teorema 1
H(R") = F(L2(R",7n)). Mas a(n,

(Fu, Fv)y = (u, V>L2(Rn’n)-
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Descripcion de H(R") en términos de la transformada de Fourier

Teorema 1
H(R") = F(L2(R",7n)). Mas a(n,

(Fu, Fv)y = (u, v) 12(Rn 1)-

® = la transformada de Fourier “comprimida” al dominio L2(R",7) y codominio H(R"):
®: [2(R",7) — H(R"),  du:= Fu.

Entonces, ® es un isomorfismo isométrico.
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Demostracion
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= | u(s)e msP-2mi(as) omls 4\ (s) = (Fu)(a) = f(a).
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Hemos demostrado que K es el NR de #;1(R"). Por lo tanto, H1(R") = H(R").
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Descripcién del espacio S(C")
usando la transformada extendida de Fourier

V: [2(R", ) — S(C"),

(Wu)(z) = / e=2m1(25) 4(s) dAn(s)

n

Teorema 2

W es un isomorfismo isométrico.

(zeC").
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Conexién entre varios espacios

F(Cm) v > S(C") R > H(R")
2
mul por e ™% f=flrn A

V¥ (Fourier ext.) o (Fourier)

12(R") W [ 2®e,y)

mul por e 3l
(Bu)(z) = / 225 =515 () A\ (s).
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Bases ortonormales
Los monomios normalizados forman una base de F(C"):

Ll

(2)
7

Z  (jENg, zeC").

Polinomios de Hermite en varias variables:

Hi(s) = (~1)UGi(s)(D/G_1)(s)  (j € N§, s €R").

Una base ortonormal de L2(R"):

1
2% V]l

il e 2 Hi(vrs)  (jeNG seR").

Necesitamos el coeficiente illl para la compatibilidad con nuestros isomorfismos isométricos.
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Bases ortonormales

Lil

2m)yz . __» 2m)2 .
. 7 o7 4 xJ e
Vil Vil
n R - n
—rz? 5(€) f—=flgrn > AR
V¥ (Fourier ext.) ‘CD (Fourier)
14
[2(R" > 2 R",
il e i o
¢ 2 Hi(VTs) ¢ " Hi(VTs)
2 4/j1 2 4/j!

25/28



Plan

© Descripcién en términos de convoluciones

Egor Maximenko, con Jesiis Alberto Flores Hinostrosa y Maribel Loaiza Leyva.
Descripcién del espacio de Steinwart, Hush y Scovel por medio de la transformada de Fourier.

26 /28



Descripcion del espacio H(IR") en términos de convoluciones

Definimos C: L?(R") — H(R"),
Cf=22G_py«f.

De manera mas explicita,

(€N =28 [ &P () d(y).

Teorema 3

C es un isomorfismo isométrico. J
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Ejemplo de Cf

\ \/ie—ZTI'X2

Cf=2G o, %f

N\

N\
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