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Introduccién
0000

Objetos de estudio:

matrices de Toeplitz tetradiagonales con diagonales 1,0, 0, 1

alty=t1+t*  (teT).
Coeficientes de Fourier de a:

a1=1, ay=0, a1 =0, ay=1.

Consideramos las matrices de Toeplitz: T),(a) = [aj_k}? 1
0 1 0 0 0 01
001 00O
100100
=19 10010
0 01 0 01
00010 0]
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Dibujo: la imagen del simbolo generador y los valores propios

La imagen del simbolo generador,

a(el?) = e 1V 4 217 (0 <v < 2m).
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Introduccién
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Dibujo: la imagen del simbolo generador y los valores propios

\ n =128

La imagen del simbolo generador,

a(el?) = e 1V 4 217 (0 <v < 2m).

Los valores propios de Ty, (a),
calculados con algoritmos generales
del sistema Sagemath.
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Introduccién
[e]e] e}

Dibujo: la imagen del simbolo generador y los valores propios

n = 256

La imagen del simbolo generador,

a(el?) = e 1V 4 217 (0 <v < 2m).

Los valores propios de Ty, (a),
calculados con algoritmos generales
del sistema Sagemath.

Para n grandes, estos algoritmos generales
no dan la respuesta correcta.
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Introduccién
[e]e]e] ]

Dibujo: los valores propios verdaderos

n = 128

La imagen del simbolo generador,
. » 9
a(elﬂ) —e 119+e i

(0 <9 <2m).

Los valores propios verdaderos de T),(a).

a
Transformamos la ecuacién caracteristica
en forma trigonométrica y la resolvemos

con métodos numéricos (més adelante).
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n = 256

La imagen del simbolo generador,

a(e!?) = 71V 4 217 (0 <9 < 2m).

Los valores propios verdaderos de T),(a).

Transformamos la ecuacion caracteristica
en forma trigonométrica y la resolvemos
con métodos numéricos (més adelante).
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Dibujo: los valores propios verdaderos

n =512

La imagen del simbolo generador,

a(e!?) = 71V 4 217 (0 <9 < 2m).

Los valores propios verdaderos de T),(a).

Transformamos la ecuacion caracteristica
en forma trigonométrica y la resolvemos
con métodos numéricos (més adelante).
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Repaso
(o] lele]e]

El polinomio caracteristico de matrices de Toeplitz tetradiagonales

alt)=t*+t~",  r=1  s=2.
Dado A en C, denotamos por z1(A), 22(A), 23(A) a los ceros de a — A:
at) =X = 2= A+t = M B - At 4+ 1)
=t (t— 21 (V) (t — 22(V) (£ — 23(V)).
Entonces, por la férmula de Widom,
n+l n+l ot L pntl

21

det{Tnla =) = (21— 23)(22 — 23) (21 —22)(23 —22) (22— 21)(23 — 21)
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Repaso
[e]e] lele]

El conjunto de Schmidt y Spitzer para nuestro ejemplo

A(a) es la unién de tres segmentos:

A(a) = [0, L] Uesf0, L] U €20, L],

/’_\ donde
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Repaso
[e]e]e] o]

Simetria del espectro de T,,(a) bajo rotacion

Proposicion

El espectro de T),(a) es invariante bajo 2%—rotaciones alrededor del origen:

si Ae€sp(Typ(a)), entonces e3\ € sp(T,(a)).
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Inu M cién Repaso \ ay « de variable { de v.p. n asintética de v.p.

[e]e]ee] }

¢Es A =0 un Valor propio de Tn( )7

Proposicion

Sea n € N, n > 3. Escribimos n como n=3m+r ,conm €N, r € {0,1,2}.
e Si r =0, entonces 0 no es valor propio de T, (a).

e Sir =1, entonces 0 es un valor propio de 7T}, (a) de multiplicidad al menos 1.

@ Sir =2, entonces 0 es un valor propio de T},(a) de mult. algebraica al menos 2.
W

En realidad, r es exactamente la multiplicidad algebraica del valor propio 0,
pero serd mas comodo demostrar este hecho después.
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Ceros de A\ — a y cambios de variable
000000000

@ Ceros de A — a y cambios de variable
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|.m \ uccién {‘ SO Ceros de A\ — a y cambios de variable
O O 0e0000000

Solucmn de una ecuacion cubica por med10 de funmones hlpelbohcas

Sea A > 1. Entonces, los ceros del polinomio

402 — 32 — A

1
se escriben en términos de 7 = 3 arcosh(A) de la siguiente manera:

1
212 = —5 cosh(n) +1i \ég sinh(n), x3 = cosh(n).

Idea de demostracién:
cosh(3n) = 4 cosh®(n) — 3 cosh(n), sinh(3n) = 4sinh®(n) + 3sinh(7).
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Ceros de A\ — a y cambios de variable
[e]e] lelele]e]e]e)

Ceros de A — a en forma hiperbdlica

Sean L :=3/¢/4~189,0< A< L,
1
V=g arcosh ((L/A)3/2) .

Entonces, los ceros del polinomio z3 — Az + 1 son

22 = \/§ (Cosh(y) :I:i\/gsinh(l/)) , 23 = —2\/§C08h(1/).
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Ceros de A\ — a y cambios de variable
[e]e] lelele]e]e]e)

Ceros de A — a en forma hiperbdlica

Sean L :=3/¢/4~189,0< A< L,
1
V=g arcosh ((L/A)3/2) .

Entonces, los ceros del polinomio z3 — Az + 1 son

22 = \/§ (Cosh(y) :I:i\/gsinh(l/)) , 23 = —2\/§C08h(1/).

Idea de demostracion: cambio de variable z = —2

wl>

x.
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Ceros de A\ — a y cambios de variable
000e00000

Cambio de variable trigonométrico

Por la proposicién anterior,

21 = \/5 (Cosh(l/) +i\/§sinh(y)> .

Calculemos el argumento principal de z;:

arg(z1) = arctan EI;EZ; = arctan (\/§ tanh(y)) .

Denotemos arg(z;) por f:

B = arctan (ﬁtanh(v)) .
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|IIV[ »duccién { Ceros de A\ — a y cambios de variable
) 0000e0000

Los Ceros de A — a en términos de

Proposicion

Sean A € (0, L),

/
£ = arctan (\[tanh (3 arcosh ()\>3 2)) .

Entonces 3 € (0,7/3),

zn=pef zp=pe b m=—=

AzL(l—;tan25> (cos )43, p= <2cc1)sﬁ)l/3'

Ademas, |z1| = |22| < |z3].
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Ceros de A\ — a y cambios de variable
[e]e]ele]e] lelele)

Los numeros z1, 22, 23 y su dependencia de A

23 = —

bm‘ —_
°
>

)\:L(l—;tan2ﬁ> (cos )43, p= <20i85)1/3'
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Los numeros z1, 22, 23 y su dependencia de A

23 = —

e
>
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Ceros de A\ — a y cambios de variable
[e]e]ele]e] lelele)

Los numeros z1, 22, 23 y su dependencia de A

zZ3 = T+

e
>

)\:L(l—;tan2ﬁ> (cos )43, p= <20i85)1/3'
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Ceros de A\ — a y cambios de variable
[e]e]elee]e] Jole)

Dependencia  +— A

B L (1 - %tan2 ﬂ) (cos 6)4/3

coln
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Ceros de A\ — a y cambios d
000000080

El cambio de variable final: « = F()\),

3/2
F(X) = é = %arctan (\/gtanh (; arcosh (i) )) .

G=F1 a: [o,%} — [0, 1],

G(a)=L (1 — étan2 <7?: — 7T04)> <cos <73T — 7Ta>>4/3.
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Ceros de A\ — a y cambios de variable
00000000e

Graficas de F'y G

1
3

Wl
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Localizacién de v.p.
0000000000

@ Localizacion de los valores propios
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Localizacién de v.p.
(o] Jelelelelelelele]e)

Polinomio caracteristico después del cambio de variable

Usando la férmula de Widom y expresiones para z1, 23, 23,
obtenemos una férmula explicita para el polinomio caracteristico.
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|IH[ yduccién { 1SO \ ay « de Localizacién de v.p.
) O OC O 0C (o] Jelelelelelelele]e)

Pohnomlo caracterlstlco despues del cambio de Varlable

Usando la férmula de Widom y expresiones para z1, 23, 23,
obtenemos una férmula explicita para el polinomio caracteristico.

Proposicion
Sean 0 < A\ < L, a := F(\). Entonces

|

det(T, (A — a)) = My (a)E,(a),
donde M, («) es cierto factor no nulo,

s rm

E,(a) := sin ((n + ;) o+ 3 a) + 5= 3) + (=1)"p(a)q(a)™ 1.

Aqui ¥, p, q son ciertas funciones definidas en (0,1/3).
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Localizacién de v.p.
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Formulas explicitas para 9, p, ¢
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Localizacién de v.p.
[e]e]e] lelelelelele]e)

Las funciones ¢, p, g

1
q
1 1
2 2
p
X )

0 1 0 1 0 1
3 3 3
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Localizacién de v.p.
[e]e]e]le] Telelelelele)

Localizacion de los ceros de E,,

o
+
w3

fn,k =

n

+
[C][oM

Para cada k en {1,...,m}, la funcién E,, tiene al menos un cero en

(ﬁn,k—h €n,k) .
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Localizacién de v.p.
[e]e]ele]e] lelelelele)

La funcion E, y sus valores en los puntos &,

n =20

0 £20,0 £20,1 £20,2 £20,3 £20,4 £20,5 &20,6 %

26 / 40



Localizacién de v.p.
[e]e]ele]e] lelelelele)

La funcion E, y sus valores en los puntos &,

n =21
€210 W £21,2 W €214 W £21,6 Wé

N
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Localizacién de v.p.
[e]e]ele]e] lelelelele)

La funcion E, y sus valores en los puntos &,

n = 22

]

0| &22,0 ﬁ/ 22,2 v €224 W £22,6 ﬂ/é
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Idea de demostracion
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Localizacién de v.p.
00000080000

Idea de demostracion

E.(a)= sin( (n + ) ma+ m(a) + T m) + (=1)"p(a)q(a)™ L.

El sumando By, («) siempre es acotado por 1/2:

|Bn(a)] < pla) <

N | =

El sumando sin(Ay (&), donde &, 1 = :j;—é, es cercano a (—1):
2

An(Eng) = b + 3+ 7(a),

27 / 40



Localizacién de v.p.
00000080000

Idea de demostracion

Apn(a)

El sumando By, («) siempre es acotado por 1/2:

|Bn(a)] < pla) <

N | =

El sumando sin(Ay (&), donde &, 1 = kig, es cercano a (—1):

An(Eus) = hr 4 54 m0(0), (<1 sin(An(Enr) > o5
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Localizacién de v.p.
00000080000

Idea de demostracion

Apn(a)

El sumando By, («) siempre es acotado por 1/2:

1
Bule)] < ple) < 1.
El sumando sin(Ay (&), donde &, 1 = kig, es cercano a (—1):
7r 9
An(&ni) = km+ 5T T (a), (—1)*sin(A,(Enr)) > 0

Conclusién:  sgn(E(&,1)) = (=1
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Localizacién de v.p.
[e]e]e]elelele] lelele)

Localizacién de los valores propios

Recordamos que E,(a) =0 <= det(T,(A—a)) =0, donde A = G(«).
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Localizacién de v.p.
[e]e]e]elelele] lelele)

Localizacién de los valores propios

Recordamos que E,(a) =0 <= det(T,(A—a)) =0, donde A = G(«).

Proposicion

Para cada k en {1,...,m}, la matriz T,,(a) tiene al menos un valor propio en

(G(gn,kfl)v G(fn,k)) .
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00000000800

Localizaciéon del espectro

Teorema

SeaneN,n=3m+r,meN, re{0,1,2}.

e T,(a) tiene m valores propios simples y diferentes a pares
en cada uno de los intervalos

(0, L), e3(0,L), e2(0,L).

e Sir € {1,2}, entonces 0 es un valor propio de T;,(a)
de multiplicidad algebraica r y multilicidad geométrica 1.
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Introduccién ) [ \ ay « de Localizacién de v.p. Dist

00000000800

Localizaciéon del espectro

Teorema

SeaneN,n=3m+r,meN, re{0,1,2}.

e T,(a) tiene m valores propios simples y diferentes a pares
en cada uno de los intervalos

(0, L), e3(0,L), e2(0,L).

e Sir € {1,2}, entonces 0 es un valor propio de T;,(a)
de multiplicidad algebraica r y multilicidad geométrica 1.

Numeramos de manera ascendiente los valores propios que pertenecen a (0, L):
At < oo < A
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Localizacién de v.p.
00000000080

Primera aproximacion de los valores propios

Hemos mostrado que
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Primera aproximacion de los valores propios

k—1+% k
G<?><Amk<a( s
n+ n—+

Hemos mostrado que

w3

2

)

[\GI[V]

G es suave, por eso  ||G'||sup < +00.
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00000000080

Primera aproximacion de los valores propios

k—1+% k+1
o] fini R IS WYE] (il
n+2 Tl+§

Hemos mostrado que

G es suave, por eso  ||G'||sup < +00.

Aproximemos A, ; por G(aF"), donde

1 T
QPPr k—3+3
nk T 3
n + 2
Proposicion
Gllsu
by _G(aappr> < H P‘
‘ n.k n.k n+3/2

30 / 40



Localizacién de v.p.
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La funcién G y los puntos (o4, A k)

W=+
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Distribucién asintét
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@ Distribucion asintética de los valores propios
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Distribucién asintética de v.p.
O@0000000

Contamos los valores propios que pertenecen a un intervalo (0, x]

Vo(z) = #{k e{l,....,m}: 0< A< a:}
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Distribucién asir ica de v.p.

0O®@0000000

Contamos los valores propios que pertenecen a un intervalo (0, x]

Vo(z) = #{k e{l,....,m}: 0< A< a:}

Proposicion

Para cada n > 3 y cada z en [0, L],

<n+2) F(z)— - <Vo(zx) < (n+> F(z)+ 1.
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0O®@0000000

Contamos los valores propios que pertenecen a un intervalo (0, x

Vo(z) = #{k e{l,....,m}: 0< A< a:}

Proposicion

Para cada n > 3 y cada z en [0, L],

3 2 3
<n + 2) F(a) - 5 < Vala) < (n + 2) P(z)+1.
En particular, esto implica que
3
V() — <n+ 2) Fla)| <1
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Demostracién: V,(z) < (n+3/2) F(z) + 1

Si Ap i < @, entonces oy, = F(A\y 1) < F(x).
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Distribucién asir ica de v.p.
[e]e] lelelelele]le}

Demostracién: V,(z) < (n+3/2) F(z) + 1

Si Ap i < @, entonces oy, = F(A\y 1) < F(x).

k—1+% k-
n—i—% n—|—%'

v

F(.%’) > Qn | > fn,k—l =
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Demostracién: V,(z) < (n+3/2) F(z) + 1

Si Ap i < @, entonces oy, = F(A\y 1) < F(x).

k—1+% k-
n—i—% n—|—%'

v

F(.%’) > Qn | > fn,k—l =

Acotamos k por arriba:
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Distribucién asintética de v.p.
[e]e] lelelelele]le}

Demostracién: V,(z) < (n+3/2) F(z) + 1

Si Ap i < @, entonces oy, = F(A\y 1) < F(x).

k—14+2 k-
+5 k-1

F(x) > anp > -1= :

Acotamos k por arriba:

k< (n+§)F(m)—|—l.

Acotamos por arriba el conjunto de estos k:

{k: M <2} S (0, (n+3/2) F(a) +1).

34 / 40



Distribucién asir ica de v.p.
[e]e]e] lelelele]le]

Demostracion: V,,(z) > (n+ 3/2) F(x) — %

Supongamos que k < (n+ 3/2) F(z) — 2.
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Distribucién asintética de v.p.
[e]e]e] lelelele]le]

Demostracion: V,,(z) > (n+ 3/2) F(x) — %

Supongamos que k < (n+ 3/2) F(z) — 2.

Entonces, es facil ver que

o
_l’_
wl3

én,k = < F(QZ)

n +

N
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Distribucién asintética de v.p.
[e]e]e] lelelele]le]

Demostracion: V,,(z) > (n+ 3/2) F(x) — %

Supongamos que k < (n+ 3/2) F(z) — 2.

Entonces, es facil ver que

o
_l’_
wl3

én,k = < F(QZ)

n +

N

Por lo tanto, a1, < F(2) y Ay < F(2).
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Supongamos que k < (n+ 3/2) F(x) —

win

Entonces, es facil ver que

Por lo tanto, a1, < F(2) y Ay < F(2).

Hemos mostrado que
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Distribucién “empirica” de los valores propios de T),(a)
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Distribucién asintética de v.p.
0O000e0000

Distribucién “empirica” de los valores propios de T),(a)

V() #{ke{l,...,m}: 0<)\n,k§x}

n n

Ejemplo: n = 10. Escribimos \;, en vez de Aqg .

0, si 0<ax<),

1 .

= si A <x <A\

107 = )
Hlo(m) = 9

107 si A < < As,

1%, si A3<ax<L.
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Distribucién asintética de v.p.
[e]e]ele]e] lelele}

Ejemplo: la grafica de Hyg

31 S
10

2] —_

10

1

E 4 O
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Distribucién asintética de v.p.
0O00000e00

Distribucién limite de los valores propios

Por la proposicién anterior,
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Distribucién asintética de v.p.
0O00000e00

Distribucién limite de los valores propios

Por la proposicién anterior,

Para cada z en [0, L],

n—00
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Distribucién asintética de v.p.
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Las gréaficas de F'y H,

1
3
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Resumen: ventajas del cambio de variable o = F/(\)
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e Es una funcion creciente.
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por eso se simplificard un poco el analisis cerca del punto A = 0.

Una desventaja:

@ Se complicard un poco la férmula asintética para A, ; lejanos del origen.
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