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La matriz laplaciana asociada a un ciclo con una arista ponderada

1

2
3

4

5

6
7

1

1
1

1

1
1

α

Lα,7 =



1 + α −1 0 0 0 0 −α
−1 2 −1 0 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 −1 2 −1

−α 0 0 0 0 −1 1 + α


.

Objetivo: entender el comportamiento de los valores y vectores propios de Lα,n.

λn,1 ≤ λn,2 ≤ . . . ≤ λn,n.
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Motivación: ecuaciones de calor y de onda sobre grafos

f ′(t) = −c Lα,nf(t), f ′′(t) = c Lα,nf(t),

donde c es un coeficiente y f es una función vectorial incógnita:

f(t) =

f1(t)
...

fn(t)

 .

La descomposición espectral de Lα,n es crucial para resolver estas ecuaciones.
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Cotas triviales para los valores propios
En lo que sigue, suponemos que 0 < α < 1.

Lα,7 =



1 + α −1 0 0 0 0 −α

−1 2 −1 0 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 −1 2 −1

−α 0 0 0 0 −1 1 + α


.

Aplicamos el teorema de Gershgorin y obtenemos

0 ≤ λn,1 ≤ . . . ≤ λn,n ≤ 4.
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Función g

g(x) := 4 sin2 x

2 = 2 − 2 cos(x).

Es el polinomio de Fourier
con coeficientes −1, 2, −1:

g(x) = − e− i x +2 − ei x .

0 π

4
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Caso particular: α = 0

L0,6 =



1 −1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0
0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 1


, λn,j = 4 sin2 π(j − 1)

2n
= g

((j − 1)π
n

)
.

Vectores propios: columnas de DCT-II (transformada de coseno discreta).
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Otra matriz cercana: matriz tridiagonal de Toeplitz

T6 =



2 −1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0

0 −1 2 −1 0 0
0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 2


λn,j = 4 sin2 jπ

2(n + 1) = g

(
jπ

n + 1

)
.

Vectores propios: columnas de DST-I (transformada de seno discreta).

Polinomio caracteŕıstico se expresa en términos de polinomios de Chebyshov:

det(λIn − Tn) = Un

(
λ − 2

2

)
.
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Cambio de variable natural

λn,j = g(ϑn,j).

En lugar de λn,j , buscaremos ϑn,j :

0 ≤ ϑn,1 ≤ . . . ≤ ϑn,n ≤ π.
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Polinomio caracteŕıstico de Lα,n

Dα,n(λ) := det(λIn − Lα,n).

Dα,n(λ) = (λ − 2α)Un−1

(
λ − 2

2

)
− 2αUn−2

(
λ − 2

2

)
+ 2 (−1)n+1α.

Idea de demostración: expansión por cofactores.

Hacemos el cambio de variable λ = g(x) = 4 sin2 x
2 :

Dα,n(g(x)) = (−1)n+1 4 sin x
2 sin nx

2
cos x

2

(
(1 − α) cos nx

2 + α
sin nx

2
sin x

2
cos x

2

)
.
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Transformación de la ecuación caracteŕıstica

4 sin x
2 sin nx

2
cos x

2

(
(1 − α) cos nx

2 + α
sin nx

2
sin x

2
cos x

2

)
= 0.

Ráıces triviales:
x = 0, x = 2π

n
, x = 4π

n
, . . . .

Para encontrar otras ráıces, hay que resolver la siguiente ecuación:

(1 − α) cos nx

2 + α
sin nx

2
sin x

2
cos x

2 = 0.
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Transformación de la ecuación caracteŕıstica

(1 − α) cos nx

2 + α
sin nx

2
sin x

2
cos x

2 = 0.

Separamos los términos rápidos de los términos lentos:

tan nx

2 = −1 − α

α
tan x

2 .

nx = jπ − 2 arctan
(1 − α

α
tan x

2

)
, j par.

nx = (j − 1)π + 2 arctan
(

α

1 − α
cot x

2

)
.
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Ecuación principal

x = dn,j + ηα(x)
n

,

donde
dn,j := (j − 1)π

n
, ηα(x) := 2 arctan

(
α

1 − α
cot x

2

)
.
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Función ηα

π

π

0

α = 1
3

π

π

0

α = 4
5
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Solución numérica con el método del punto fijo

x = dn,j + ηα(x)
n︸ ︷︷ ︸

fn,j

,

K(α) := ∥η′
α∥∞ = máx

(
α

1 − α
,

1 − α

α

)
.

f ′
n,j(x) = η′

α(x)
n

, ∥f ′
n,j∥∞ = K(α)

n
.

Proposición
Para n > K(α), la función fn,α es una contracción.

17 / 39
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Teorema (ecuación principal)
Sea j par, 1 ≤ j ≤ n. Entonces, λn,j = g(ϑn,j),
donde ϑn,j es la única solución de la siguiente ecuación:

x = dn,j + ηα(x)
n

(0 ≤ x ≤ π).
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Ecuación principal

x = dn,j + ηα(x)
n

.

0 π

π

ϑα,n,2

ϑα,n,2

ϑα,n,4

ϑα,n,4

α = 1
3 , n = 5, j = 2, 4.

0 π

π

ϑα,n,2

ϑα,n,2

ϑα,n,4

ϑα,n,4

ϑα,n,6

ϑα,n,6

α = 4
5 , n = 6, j = 2, 4, 6.
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Otra forma de la ecuación principal

nx − (j − 1)π = ηα(x).

0
π

π

ϑα,n,2 ϑα,n,4
0 π

π

ϑα,n,2 ϑα,n,4 ϑα,n,6
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Solución numérica con el método de Newton

Teorema
Sea j par, 2 ≤ j ≤ n. Entonces, la ecuación

nx − (j − 1)π − ηα(x) = 0

se puede resolver con el método de Newton:

y0 := (j − 1)π
n

, yq := yq−1 − nyq−1 − (j − 1)π − ηα(yq−1)
n − η′

α(yq−1) ,

ϑn,j = ĺım
q→∞

yq.
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Localización de los valores propios

dn,j = (j − 1)π
n

, ∀x ∈ (0, π) 0 < ηα(x) < π.

La solución de la ecuación x = dn,j + ηα(x)
n satisface

dn,j < ϑn,j < dn,j+1.

Teorema
Para cada j impar,

λn,j = g
(
dn,j

)
.

Para cada j par,
g
(
dn,j

)
< λn,j < g

(
dn,j+1

)
.

Por consecuencia, los valores propios son simples: λn,1 < . . . < λn,n.
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Localización de los valores propios

ϑ2

λ2

ϑ1

λ1
ϑ4

λ4

ϑ3

λ3

ϑ6

λ6

ϑ5

λ5

ϑ8

λ8

ϑ7

λ7

ϑ10

λ10

ϑ9

λ9
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Distribución asintótica

Corolario
Para cada u en [0, 4],

ĺım
n→∞

#
{

1 ≤ j ≤ n : λn,j ≤ u
}

n
= 1

π
g−1(u) = 2

π
arcsin

√
u

2 .

Resultados más generales:

Garoni, C.; Serra-Capizzano, S. (2016):
Generalized Locally Toeplitz Sequences: Theory and Applications, vol. I.
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Ejemplo: α = 1/3, n = 10

0 π

4

λ1

λ2

λ3

λ4

λ5

λ6

λ7

λ8

λ9

λ10

ϑ2ϑ3
π
10 ϑ4ϑ5 ϑ6 ϑ7 ϑ8 ϑ9 ϑ10
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Ejemplo: α = 4/5, n = 6

0 π

4

λ1

λ2

λ3

λ4

λ5

λ6

λ7

λ8

λ9

λ10

π
10 ϑ2ϑ3 ϑ4ϑ5 ϑ6ϑ7 ϑ8 ϑ9 ϑ10
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Idea: iterar en la ecuación principal usando la expansión de Taylor

ϑn,j = dn,j + ηα(ϑn,j)
n

=⇒ ϑn,j = dn,j + O

( 1
n

)
.

ϑn,j = dn,j +
ηα

(
dn,j + O

(
1
n

))
n

= dn,j +
ηα(dn,j) + η′

α(ξ) O
(

1
n

)
n

= dn,j + ηα(dn,j)
n

+ O

( 1
n2

)
.
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Continuación: seguimos iterando

ϑn,j = dn,j + ηα(ϑn,j)
n

.

ϑn,j = dn,j +
ηα

(
dn,j + ηα(dn,j)

n + O
(

1
n2

))
n

= dn,j +
ηα(dn,j) + η′

α(dn,j)
(

ηα(dn,j)
n + O

(
1

n2

))
+ η′′

α(ξ)
(

ηα(dn,j)
n + O

(
1

n2

))2

n

= dn,j + ηα(dn,j)
n

+ ηα(dn,j)η′
α(dn,j)

n2 + O

( 1
n3

)
.
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Continuación: seguimos iterando

ϑn,j = dn,j + ηα(ϑn,j)
n

.

ϑn,j = dn,j +
ηα

(
dn,j + ηα(dn,j)

n + O
(

1
n2

))
n

= dn,j +
ηα(dn,j) + η′

α(dn,j)
(

ηα(dn,j)
n + O

(
1

n2

))
+ η′′

α(ξ)
(

ηα(dn,j)
n + O

(
1

n2

))2

n

= dn,j + ηα(dn,j)
n

+ ηα(dn,j)η′
α(dn,j)

n2 + O

( 1
n3

)
.

29 / 39
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El truco de Münchhausen

Los razonamientos anteriores me recuerdan un cuento.
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Expansión asintótica de λn,j

Hemos obtenido

ϑn,j = ηα(dn,j)
n

+ ηα(dn,j)η′
α(dn,j)

n2 + O

( 1
n3

)
.

Recordamos que λn,j = g(ϑn,j).

Teorema
Cuando n → ∞, 2 ≤ j ≤ n, j es par,

λn,j = g(dn,j) + g′(dn,j)ηα(dn,j)
n

+
g′(dn,j)ηα(dn,j)η′

α(dn,j) + 1
2g′′(dn,j)ηα(dn,j)2

n2 + O

( 1
n3

)
.
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Experimentos numéricos

En := máx
1≤j≤n

|λn,j − λasympt
n,j |.

α = 1/3
n En n3En

256 2.28 × 10−6 38.24
512 2.90 × 10−7 38.86
1024 3.65 × 10−8 39.17
2048 4.58 × 10−9 39.32
4096 5.73 × 10−10 39.40
8192 7.17 × 10−11 39.44

α = 4/5
n En n3En

256 6.90 × 10−7 11.58
512 8.66 × 10−8 11.62
1024 1.08 × 10−8 11.63
2048 1.36 × 10−9 11.64
4096 1.69 × 10−10 11.64
8192 2.12 × 10−11 11.64
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Vectores propios
Para j = 1,

vn,1 =
[
1, . . . , 1

]⊤
.

Teorema
Para 2 ≤ j ≤ n,

vn,j =
[
sin(kϑn,j) − (1 − α) sin((k − 1)ϑn,j) + α sin((n − k)ϑn,j)

]n
k=1

.

Se puede escribir como

vn,j =
[
Aα,n,j sin

(
kϑn,j + Bα,n,j

)]n
k=1

.
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Arista sobrepesada, α > 1

El valor propio máximo sale del intervalo [0, 4],

λn,n = 4 + 4 sinh2 ϑn,n

2 ,

y converge rápidamente a un ĺımite que depende de α:

λn,n = Ωα + O

( 1
(1 + 2α)n

)
, Ωα := 4α2

2α − 1 > 4.

Las componentes del vector propio se escriben en términos del seno hiperbólico:

vn,n =
[
sinh(kϑn,n) − (1 − α) sinh((k − 1)ϑn,n) + α sinh((n − k)ϑn,n)

]n
k=1

.

37 / 39
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Arista con un peso negativo, α < 0

El valor propio mı́nimo sale del intervalo [0, 4]

λn,1 = −4 sinh2 ϑn,n

2 ,

y converge rápidamente a un ĺımite que depende de α:

λn,1 = Ωα + O

( 1
(1 + 2|α|)n

)
, Ωα := 4α2

2α − 1 < 0.

vn,1 =
[
sinh(kϑn,1) − (1 − α) sinh((k − 1)ϑn,1) + α sinh((n − k)ϑn,1)

]n
k=1

.
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Arista con peso complejo, α ∈ C

Dα,n(λ) = (λ − 2 Re(α))Un−1

(
λ − 2

2

)
− 2 Re(α)Un−2

(
λ − 2

2

)
+ 2(−1)n+1 Re(α).

Los valores propios de la matriz Lα,n son los mismos que de la matriz LRe(α),n:

λα,n,j = λRe(α),n,j .

Sin embargo, los vectores propios son diferentes.
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