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La matriz laplaciana asociada a un ciclo con una arista ponderada

0O 0 0 0 -«
-1 2 -1 0 0 0 0
0 -1 2 -1 0 O 0
Lor= 0 0 -1 2 —1 0 0
0 0 0 -1 2 -1 0
0 0O 0 0 -1 2 -1
| —« 0 0 0 0 -1 1+«

Objetivo: entender el comportamiento de los valores y vectores propios de Lq .

A1 <2< < A

)
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Motivacion: ecuaciones de calor y de onda sobre grafos

f'(t) = —cLanf(t),  f'(t)=cLanf(t),

donde ¢ es un coeficiente y f es una funcién vectorial incégnita:

f1(t)
f) =1 :
ful(t)

La descomposicién espectral de L, , es crucial para resolver estas ecuaciones.
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Cotas triviales para los valores propios

En lo que sigue, suponemos que 0 < o < 1.

[14+a -1 0 0 0

0 —
-1 2 -1 0O 0 0 0
o -1 2 -1 0 0 0
Loz = 0 0o -1 2 -1 0 0
0 0o 0 -1 2 -1 0
0 0o o0 0 -1 2 -1
= 0 0 0 0 -1 I+4+a]

Aplicamos el teorema de Gershgorin y obtenemos

OSAn,ISS)\n,nSZl
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Funcion g

4
.o
g(x) == 4sin 5= 2 — 2cos(x).
Es el polinomio de Fourier
con coeficientes —1,2, —1:
g(x) = —e 1742 — €7,
0 T
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Caso particular:

1 -1 0 0 0 0]

1 2 -1 0 0 0

o -1 2 -1 0 0 aam(—1) (j—Dm
Los=1 09 o -1 2 -1 o | A== —=g("—

0 0 0 -1 2 -1

0 0 0 0 -1 1|

Vectores propios: columnas de DCT-IT (transformada de coseno discreta).
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Otra matriz cercana: matriz tridiagonal de Toeplitz

T2 -1 0 0 0 0]
1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 .9 Jm Jm
=19 0o -1 2 -1 o0 An,j = dsin 2(n+1)_g<n+1>'
0 0 0 -1 2 -1
L0 0 0 0 -1 2|

Vectores propios: columnas de DST-I (transformada de seno discreta).

Polinomio caracteristico se expresa en términos de polinomios de Chebyshov:

det(\,, — T})) = U, (A;Q) .
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Cambio de variable natural

)\n,j = g(ﬁnd').

En lugar de A, ;, buscaremos v,, ;:

0§0n71§--~§19n,n§ﬂ'~
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Polinomio caracteristico de L, ,,

Dan(N) = det(M, — Lan).

Don(N) = (A —2a)U,—1 (A;Q) —2aU,_» (A2_2> +2(=1)""a.

Idea de demostracion: expansién por cofactores.

Hacemos el cambio de variable A = g(z) = 4sin? £:

Asin T iy 0T nz
Do n(g()) = (-Dnﬂ% ((1 — «) cos % +a« M os g) .

x : x
COS 2 S11 2
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Transformacion de la ecuacién caracteristica

4 sin % sin % n sin "2—3’ T
—=——= | (1-a)cos —+a———= cos - | =0.
COS 35 2 sin 5 2

Raices triviales:

Para encontrar otras raices, hay que resolver la siguiente ecuacion:

: n
nx sin &F x
(1—a)cos — +a——=2 cos= = 0.
2 sin 5
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Transformacion de la ecuacién caracteristica

: nT

nx sin ¢

(1—a)cos — +a——=2 cos = = 0.
2 sin 5 2

Separamos los términos rapidos de los términos lentos:

; ne l—at x
an — = — an —.
2 «a 2
. 1l -« x .
nx = jm — 2arctan tan§ , J par.
«

e x
=((—1 2arct t— .
nx = (j —1)m+ 2arc an(l_aco 2)
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Ecuacion principal

xr = dn,j + L(‘r)’
n
donde Go1)
- a x
dpj = jT’ Na(x) == 2arctan (1 — cot 2) .
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Funcion 7,

W=

Q
Il
BTN
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Solucién numérica con el método del punto fijo

r = dn’] + T’O;(L'r)’
—_———
fn,j
K(a) = 7l = md ( o 1‘O‘)
= = méx .
leclloo l1—-a’ «
!
Mo () K(a)
f’rll,j(x) = an ) Hf;z,jHOO = n

Para n > K(«), la funcién f, o es una contraccion.
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Teorema (ecuacién principal)

Sea j par, 1 < j <n. Entonces, A\, ; = g(Vn ),
donde ¥, ; es la tnica soluciéon de la siguiente ecuacion:

Na(T)

W = @l 4 =F 0<z<m).

18 / 39



e la ecuacién caracteristica
[e]e] lelelelele]e]e]

T P
Pan,6
Ya,n,4 Dayn,a
Do 2 Don,2 —
— ~
) ,
0 Da,n,2 Da,n,a ™ 0 Va,n,2 Ya,na  Yamne T

a=1n=5j=24 a=12%n=6,j=24,6.
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Otra forma de la ecuacion principal

Ya,n,2 Dayn,4 ™ Ya,n,2 Ya,n,4 Ya,n,6
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Solucién numérica con el método de Newton

Teorema

Sea j par, 2 < j < n. Entonces, la ecuacién
nr—(j—1)m —na(z) =0
se puede resolver con el método de Newton:

o (] - 1>7T L nYq—1 — (.7 - 1)7T - na(yq—l)
Yo = ————, Yq = Yq—1 — 7
n n —16(Yg-1)

)

Ui = T
nJ T e Ya
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Localizacién de los valores propios

j—1
dnvj = ua Vr € (077T) 0< na(m) < .
n
La solucion de la ecuacion x = d,, j + "“T(a:) satisface

dnj < Unj < dnjt1-

Teorema

Para cada j impar,
Anmj = g(dnuj) ‘

Para cada j par,
9(dnj) < Anj < g(dnji1)-

Por consecuencia, los valores propios son simples: A1 < ... < Ay p.

)
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Localizacién de los valores propios

Ao —

A7 —

A3 —

A1

V2 ‘ Vs

Je ‘ s ‘ Y10
91 I3 s V7 )
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Distribucion asintotica

Corolario

Para cada u en [0, 4],

= 2
lim = —g Y(u) = = arcsin @
s s 2

Resultados mas generales:

¥, Garoni, C.; Serra-Capizzano, S. (2016):
Generalized Locally Toeplitz Sequences: Theory and Applications, vol. 1.
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mplo: a = 1/3, n =10

A3
)\2’

1
0 & dats s V7 Ys Do Vo

5
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A9
Ag

A7

As
A4

A3z
2

A1

0 % V¥ V495 Ve¥7 Vg9 19107!r
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Idea: iterar en la ecuacién principal usando la expansion de Taylor

for 19n j
O = i+ e nd)
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Idea: iterar en la ecuacién principal usando la expansion de Taylor

Unj =dn;+
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Idea: iterar en la ecuacién principal usando la expansion de Taylor
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Continuacion: seguimos iterando

fo" 1971 j
ﬁn,j = dn,j + fatVn.j) ( J) .

s 250 )

ﬂn’j = ngj +
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Continuacion: seguimos iterando

ﬁn,] _ dn,j + na(imj).
By = oy + 2 (s + na(;}:j) +0(3))
L aldng) ) (52 10 () ) (5 1 0 ()
i, :
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Continuacion: seguimos iterando

19”’] = dn,j + no‘(ind) )
oy = o Mo (dn’] + na(%:j) L0 (n12>)
L ) (0o (25210 () e) (2 40 ()
= d, .
= doj + %(Zn,ﬁ N na(dn,j?)g;(dn,j) o < % )
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El truco de Miunchhausen

Los razonamientos anteriores me recuerdan un cuento.
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Expansion asintotica de A, ;

Hemos obtenido

adn' adn' &dn 1
ﬂn,j:n(n’])ﬂLn( ]2:27( ,J)JFO()'

Recordamos que A, ; = (¥ ;).

Cuando n — o0, 2 < j < n, j es par,

9/ dn i) T dn j
An,j g(dn,j) ( 7.7) ( 7])
gl(dn,j)na(dn,j)néx (dn,j) + lgﬂ(dn,j)na (dn,j)2 1
* n? ; e <n3) i
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Experimentos numéricos
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En = mix [Anj — APt
a=1/3 a=4/5
n E, n3E, n E, nE,
256 2.28 x 1076 | 38.24 256 6.90 x 10~7 | 11.58
512 2.90 x 1077 | 38.86 512 8.66 x 1078 | 11.62
1024 | 3.65x 1078 | 39.17 1024 | 1.08 x 1078 | 11.63
2048 | 4.58 x 107? | 39.32 2048 | 1.36 x 107° | 11.64
4096 | 5.73 x 10710 | 39.40 4096 | 1.69 x 10719 | 11.64
8192 | 7.17 x 10711 | 39.44 8192 | 2.12x 107 | 11.64

32 / 39



Vectores propios
L]

(e]e}

@ Vectores propios

33 / 39



>ropios

Vectores propios

Para j =1,

Teorema
Para 2 < 5 <n,

Un,j = [sin(kﬁn,j) — (1 = a)sin((k = 1)dn5) + asin((n — k)ﬁ"’j>]:=1'

Se puede escribir como

n
Un,j = {Aa,n,j Sin(k}ﬁmj + Ba,n,j)}
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Pagina interactiva:
https://www.egormaximenko.com/plots/laplacian_of_cycle_eig.html
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Arista sobrepesada, a > 1

El valor propio maximo sale del intervalo [0, 4],
v
A = 4 + 4sinh? %

y converge rapidamente a un limite que depende de a:

1 402
Ann = 0 Oo(——), Qu = > 4.
mn = Ha ot ((1+2a)”> T 201
Las componentes del vector propio se escriben en términos del seno hiperbélico:
n

Unin = {Sjnh(kﬁn’n) — (1 — a)sinh((k — 1)0,,,) + asinh((n — k)ﬁn,n)]kzl-
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Arista con un peso negativo, a < 0

El valor propio minimo sale del intervalo [0, 4]
vV
An1 = —4 sinh? %,

y converge rapidamente a un limite que depende de a:

1 402
A1 = +0(—— ), Q= 0.
! + <(1—|—2|a|)”> a1

T [smh(wn,l) — (1 — a)sinh((k — 1)9p,1) + asinh((n — k)ﬁn,l)]zzl-
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Arista con peso complejo, a € C

Den(A) = (A — 2Re(a))Un_1 (A2_2> — 9Re(a)Un_s (Af) +2(—1)" Re(a).

Los valores propios de la matriz L, son los mismos que de la matriz Lre(a),n:

Aan,j = ARe(a)n.j-

Sin embargo, los vectores propios son diferentes.

39 / 39



	Introducción
	Análisis de la ecuación característica
	Expansión asintótica
	Vectores propios
	Otros valores de alpha

