Producto entre matrices triangulares

Dante Arroyo Sanchez, Elisa Suarez Barraza,

con sugerencias de Egor Maximenko

Instituto Politécnico Nacional
Escuela Superior de Fisica y Matematicas
México

Marzo 2021



Objetivo

Demostrar que el producto de dos matrices triangulares superiores es una matriz

triangular superior.

@ Deducir una férmula para los elementos del producto por arriba de la diagonal

principal.
@ Deducir una férmula para los elementos diagonales del producto.
@ Programar varios algoritmos para multiplicar matrices triangulares.

@ Hacer comprobaciones y medir el tiempo.
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Ejemplos de matrices triangulares superiores

En este tema consideramos solamente matrices cuadradas.

En los ejemplos y programas, las matrices son reales.
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Ejemplo de producto de matrices triangulares superiores:

elementos del producto por debajo de la diagonal principal

[ A1 Aip Az Aia Ars Bii1 Bip Big

0 A Az As Aos 0 By B3

A=| 0 0 Az Asg Ass |, B=| 0 0 Bss
0 0 0 A Ass 0 0

L0 0 0 0 Ass) 0 o0 o0
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Ejemplo de producto de matrices triangulares superiores:

elementos del producto por debajo de la diagonal principal

A1 Aip Az A Ais Bii1 Bip Biz Bia Bis
0 A Az As Aos 0 Boy B3z Bos Bos
A= 0 0 A3z Ass Ass |, B=1] 0 B3z Bzas Bsgs
0 0 0 Aug Ass 0 0 Bis Bus
L0 0 0 0 Ass) 0 0 0 0 Bss|

5
(AB)az = AsxBrp
k=1



Ejemplos
[e]e] e}

Ejemplo de producto de matrices triangulares superiores:

elementos del producto por debajo de la diagonal principal

[ A1 Aip Az Aia Ars Bii1 Bip Big

0 A Az As Aos 0 By B3

A=| 0 0 Az Asg Ass |, B=| 0 0 Bss
0 0 0 A Ass 0 0 o0

L0 0 0 0 Ass) L0 0 o

5 3 5
(AB)az=> AsiBro= > AskBra + > AsxBro
k=1 k:]_v k=4 A Vad
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Ejemplo de producto de matrices triangulares superiores:

elementos del producto por debajo de la diagonal principal

[ A1 Aip Az Aig Ars | Bi1 Bip Biz Biga
0 Az Az Axs Aogs 0 By B3 bBoa
A=1 0 0 Asz As Ass |, B=| 0 0 B3z Bsga
0 0 0 A Ass 0 0 0 By
L0 0 0 0 Ass) 0 0o 0 o0

5 3 5
(AB)ap = Z As ik Bip = Z Agk Bip + Z Agk Bko = 0.
k=1 k:l\of" k=4 ~—
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Ejemplo de producto de matrices triangulares superiores:

elementos del producto por arriba de la diagonal principal
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Ejemplo de producto de matrices triangulares superiores:

elementos del producto por arriba de la diagonal principal

A1 A1 A1z Aig Ais Bi1 Bip Biz Big
0 Ao Az Axs Aos 0 Byy B3z Boa
0 0 A3z Ass Ass 0 0 B33 B3a
0 0 0 A Ass 0 0 0 Bug
0 0 0 0 As] |0 0 0 o0

5)

Coa =Y Ars5Bra
k=1
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Ejemplo de producto de matrices triangulares superiores:

elementos del producto por arriba de la diagonal principal

5)

1

G = Z Az 5By 4 = Z

k=1

k=1

0

k=2

1 Bipx Bi3
B> Boj3

) )

0 B33

0 0
0 0

k=5

4 5
Az i Bra + ZAQ,kBkA I ZAz,k B4
— —

0
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Ejemplo de producto de matrices triangulares superiores:

elementos del producto por arriba de la diagonal principal

A1 A1 A1z Aig Ais Bii1 Bip Biz Bia Bigs
0 A Az Ay Aogs 0 By Bz By Bogs
0 0 A3z Ass Ass 0 0 B33 B3a Bss
0 0 0 A Ass 0 0 0 Bis Bus
0 0 0 0 Ass] | 0O 0 0 0 Bss|
5 1 4 5 4
Coa=) AesBia= > AokBia + > AskBia + > Aok Bia =D Az iBia.
k=1 k=1"%" k=2 k=5 \0"’ k=2
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Definicion formal de matrices triangulares superiores

Sea A € Mp(R). Se dice que A es triangular superior , si

Vj,ke{l,...,n} j>k — Ajk = 0.



Resultados generales
0O®0000000

Definicion formal de matrices triangulares superiores

Sea A € Mp(R). Se dice que A es triangular superior , si

Vj, ke {l,...,n} Jj>k = Ajk = 0.
Denotamos por ut,(R) el conjunto de todas las matrices cuadradas reales triangulares
superiores de orden n:

uty(R) = {AEM,,(R): Vi ke{l,...,n} j>k = Aj,k:o}.
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El producto de dos matrices triangulares superiores es triangular superior

Teorema
Sean A, B € ut,(R). Entonces AB € ut,(R).




Ejemplos Resultados generales
[e]e] 000800000

El producto de dos matrices triangulares superiores es triangular superior

Demostracion. Sean i,j € {1,...,n}, i > j. Vamos a demostrar que (AB);; = 0.
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El producto de dos matrices triangulares superiores es triangular superior

Demostracion. Sean i,j € {1,...,n}, i > j. Vamos a demostrar que (AB);; = 0.

Por la definicién del producto de matrices,

n
(AB)ij =Y AixBij-
k=1
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El producto de dos matrices triangulares superiores es triangular superior

Demostracion. Sean i,j € {1,...,n}, i > j. Vamos a demostrar que (AB);; = 0.

Por la definicién del producto de matrices,

n
(AB)ij =Y AixBij-
k=1

Separamos la suma en dos partes y usamos la suposicién que A, B € ut,(R):

Jj n
(AB)ij =Y AixBej+ > Aix Bej =0.
—

=1 A H

0 0
i>j>k k>j+1>)
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El producto de dos matrices triangulares superiores:

férmula para los elementos no triviales

Teorema
Sean A,B € ut,(R) y sean i,j € 1,...,n,i < j. Entonces

J
(AB)ij =Y AixBx,
k=i
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El producto de dos matrices triangulares superiores:

férmula para los elementos no triviales

Demostracion.

Empezamos con la definicién del producto de matrices:

n
(AB)ij =Y AikBx,.
k=1
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El producto de dos matrices triangulares superiores:

férmula para los elementos no triviales

Demostracion.

Empezamos con la definicién del producto de matrices:

n
(AB)ij =Y AikBx,.
k=1

Separamos la suma en tres partes y usamos la suposicion que A, B € ut,(R):

i—1 J n J
(AB);; = Aik Bij+Y AikBrj+ D Aik Brj =D AikBij
k=1 ~ k=i k=j+1 —~~ k=i
Il l
0 0
i>i—1>k k>j+1>j
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Férmula para los elementos diagonales

Corolario
Sean A, B € ut,(R) ysea i € {1,...,n}. Entonces

(AB); ;= A Bi,.

Es un corolario del teorema anterior.

Para entrenarnos mas, hagamos una demostracién independiente.
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Férmula para los elementos diagonales

Demostracion.

(AB)i; = Z A kB j
k=1
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Férmula para los elementos diagonales

Demostracion.
n
(AB)/ i — Z AI kBk,j
k=1
i—1 n
= Aik Brj+AiiBii+ Z Aik By
k=1 T~ k=i+1 ~

[
0

i>i—1>k k>it1>i
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Férmula para los elementos diagonales

Demostracion.
n
(AB)/ i — Z AI kBk,j

k=1
i—1 n

= Aik Brj+AiiBii+ Z Aik By
k=1 vl k=i+1 v”

0
i>i—1>k k>i+1>i

= AiiBi,.
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Resumen: férmula para los elementos del producto

Sean A, B € ut,(R) y sean i,j € {1,...,n}.
Queremos calcular (AB); .
Combinando los dos teoremas, tenemos dos casos:

J
ZAi,kBk,ja i<
(AB)ijj = q k=1

0, i>j.
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Algoritmo 1 (ciclos i,/ y el producto punto)

function AB = prod_ut_ij (A, B),

n = rows(A);
AB = zeros(n, n);
for i =1 : n,
for j =i : n,
AB(i, j) = A(i, 1 : j) * B(i : j, j);
endfor
endfor

endfunction
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Algoritmo 1, producto punto.

function prod_ut_ij (A, B)

n = size(A, 1)
C = zeros(n, n)
for i in 1 : n

for j in i : n

Cli, j] = dot(A[i, i : jl, B(i : j, 3))
end
end
return C

end
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Algoritmo 2 (ciclos i, j, k)

function AB = prod_ut_ijk(A, B),

n = rows (A);
AB = zeros(n, n)
for i =1 : n,

for j =1i : n,

for k =1 : j,
AB(i, j) = AB(i, j) + A(i, k) * B(k, j);
endfor
endfor
endfor

endfunction
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Algoritmo 2 (ciclos i, j, k)

function prod_ut_ijk (A, B)

n = size(A, 1); C = zeros(n, n)
for i in 1 : n
for j in i : n
for k in i : j

cli, jl = cli, j1 + A[li, k] * B[k, jl
end
end
end
return C

end
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Algoritmo 3 (ciclos k, j, usando axpy)

function prod_ut_kj(A, B)

n = size(A, 1)
C = zeros(n, n)
for k in 1 : n

for j in k : n

cl1 : j, k1l += B[j, k]l = A[1 : j, jl
end
end
return C

end
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Algoritmo 4 (ciclos j, i, k)

function AB = prod_ut_jik(A, B),

n = rows(A);
AB = zeros(n, n);
for j =1 : n,

for i =1 : j,
for k =1 : j,
AB(i, j) = AB(i, j) + A(i, k) * B(k, j);
endfor
endfor
endfor

endfunction
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El producto de matrices triang. como una suma de productos diadicos

A11B11 A11Bip A11Big3
AB = 0 0 0

0 A1pBro A12B>3
T 10 AaBop AoBos

0 0 Ai13B33
+ 10 0 Ax3zBs3
0 A33B33
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El producto de matrices triang. como una suma de productos diadicos

algoritmo para n =3

A1 A1 A13
0 [ Biip Bip Bip } + | A2 0 By Boj3 } + | A3 0 0 Bs3s } :
0 0 A33

C = zeros(3, 3);

c(t : 1, 1 : 3) += A(1 : 1, 1) * B(1, 1 : 3);
c(1 : 2, 2 : 3) += A1 : 2, 2) * B(2, 2 : 3);
c(1 : 3, 3 : 3) += A(1 : 3, 3) * B(3, 3 : 3);
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Algoritmo 5 (ciclo k, con productos diadicos)

function prod_ut_k(A, B)

n = size(A, 1)
C = zeros(n, n)

for k in 1 : n

C[1 : k, k : end] += A[1 : k, k] * B[k, k : end]’
end

return C

end
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Tiempos en Julia

| n=256 | n=512 | n=1024
Algoritmo 1 | 0.63s 1.65s 10.62s
Algoritmo 2 | 0.98s 2.18s 12.10s
Algoritmo 3 | 0.10s 0.22s 1.25s
Algoritmo 4 | 0.11s 0.35s 3.62s
Algoritmo 5 | 1.12s 1.45s 4.59s




Tiempos en Octave

| n=256 | n=512 | n=1024

Algoritmo 1 |  0.6s 3.44s 28s
Algoritmo 2 | 28.2s | 226.32s | 1787s
Algoritmo 3 | 1.13s 7s 19s

Algoritmo 4 28s 228.35bs 1798s
Algoritmo 5 | 0.02s 0.12s 3s
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