Matrices triangulares y descomposicion LU

Problemas para examen

Si en algin problema se pide calcular el nimero de flops (operaciones aritméticas con punto
flotante), entonces en el examen serd suficiente calcular el nimero de las multiplicaciones
y divisiones (juntas).

Matrices de permutacion

Definicién (matriz de permutacién). Sea ¢ € S,. Entonces la matriz P, € M, (R)
se define de la siguiente manera:

n

P, = [6¢(i):j]i,j:1‘

1. Producto de una matriz de permutacién por un vector. Sean ¢ € 5,, v € R"
y j € {1,...,n}. Deduzca una férmula para (P,v);.

2. Programacién: producto de una matriz de permutacién por un vector. Es-
cribir una funcién que calcule el producto Psv, donde s € S, y v € R". Los argumentos
de la funcién son los vectores s = (s(1),...,s(n)) y v.

3. Producto de matrices de permutacion. Sean p, ¢ € S,,. Demuestre que
FPoPy = Py
Indicaciones:
= Pruebe la formula para n = 5, con dos permutaciones que no conmutan.

» En el caso general deduzca una férmula para (P,P,),,, usando la definicion del
producto de matrices, la definicion de la matriz de permutacion y la regla para
simplificar sumas con la delta de Kronecker.

4. Producto de una matriz de permutacién por una matriz general (permuta-
cién de los renglones de una matriz). Sea A € M,,»,(R) y sea ¢ € S,,. Deduzca una
férmulas para las entradas de la matriz P,A. En algtin lenguaje de programacion escriba
una funcién que lo haga.

5. Programacion: permutacién de los renglones de una matriz. Escriba una fun-
cion que calcule la matriz B = [Aw(j)’k} ;nl;il, donde A € M4, (R) es una matriz dada y

¢ € Sy, es una permutacién dada como un arreglo ¢(1),...,¢(m).

6. Producto de una matriz general por una matriz de permutacién. Sea A €
Mnsn(R) y sea ¢ € S,,. Explique como construir la matriz AP, a partir de la matriz A.
En algin lenguaje de programacion escriba una funciéon que lo haga.
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Matrices diagonales y su multiplicacion por vectores

7. Denotemos por D,(R) al conjunto de las matrices reales diagonales n x n. Escriba la
definicién formal del conjunto D, (R).

8. Matriz diagonal generada por un vector. Sea a € R". Se denota por diag(a) la
matriz diagonal con entradas diagonales aq, ..., a,:

n

diag(a) = [ajéjvk}j,kzl'
9. Producto de una matriz diagonal por un vector. Sean d,v € R". Demuestre que
diag(d)v = d © .
Recordamos que @ denota le producto de vectores por componentes.

10. Operaciones con matrices diagonales. Sean a,b € R", \ € R. Haga las siguientes
operaciones con matrices diagonales (enuncie y demuestre las férmulas):

diag(a) + diag(b), Adiag(a), diag(a) diag(b).

11. Producto de una matriz diagonal por una matriz general. Sean d € R™,
A € M,psn(R). Deduzea una férmula para las entradas de la matriz diag(d)A.

12. Producto de una matriz general por una matriz diagonal. Sean d € R",
A € M,«n(R). Deduzca una férmula para las entradas de la matriz A diag(d).

Matrices triangulares

13. Denotemos por ut,(R) al conjunto de las matrices triangulares superiores y por It,(R)
al conjunto de las matrices triangulares inferiores:

ut, (R) = {AEMH(R): Vije{l,....n) i>j = Am:()};
[t,(R) = {A e Mo(R):  Vije{l,...n}) i<j = A= 0}.
Encuentre la interseccién ut, (R) N It,(R).

14. Programacion: producto de una matriz triangular inferior por un vector.
Escriba una funcién que calcule el producto de una matriz triangular inferior por un vector
aprovechando la estructura de la matriz triangular. En otras palabras, hay que omitir las
operaciones con las entradas que son nulas por la definicion de matriz triangular inferior.
Calcule el nimero de flops.
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15. Programacién: producto una matriz triangular superior por un vector.
Escriba una funcién que calcule el producto de una matriz triangular superior por un
vector aprovechando la estructura de la matriz triangular. En otras palabras, hay que
omitir las operaciones con las entradas que son nulas por la definiciéon de matriz triangular
superior. Calcule el niimero de flops.

16. Producto de matrices triangulares superiores.

Sean A, B € ut,(R). Demuestre que AB € ut,(R). Enuncie y demuestre la férmula
para las entradas del producto AB. En particular, enuncie una férmula para las entradas
diagonales del producto AB.

17. Producto de matrices triangulares inferiores.

Sean A, B € It,,(R). Demuestre que AB € It,(R). Enuncie y demuestre la férmula para las
entradas del producto AB. En particular, enuncie una férmula para las entradas diagonales
del producto AB.

18. Programacién: producto de matrices triangulares superiores. Escriba una
funcién que calcule el producto de matrices triangulares superiores aprovechando su es-
tructura. En otras palabras, hay que omitir las operaciones con las entradas que son nulas
por la definicién de matriz triangular superior. Calcule el niimero de flops.

19. Programacion: producto de matrices triangulares inferiores. Escriba una
funcién que calcule el producto de matrices triangulares inferiores aprovechando su es-
tructura. En otras palabras, hay que omitir las operaciones con las entradas que son nulas
por la definicién de matriz triangular inferior. Calcule el ntimero de flops.

20. Criterio de invertibilidad de matrices triangulares superiores. Sea A €
ut,(R). Muestre que A es invertible si y sélo si todas sus entradas diagonales son no
nulas.

21. Criterio de invertibilidad de matrices triangulares inferiores. Sea A € It,(R).
Muestre que A es invertible si y sélo si todas sus entradas diagonales son no nulas.

22. Teorema sobre la inversa de una matriz unitriangular inferior. Sea A una
matriz unitriangular inferior de orden n. Muestre que A~! también es unitriangular in-
ferior. Sugerencia: encontrar una cadena de operaciones elementales que transforman A
en I,, luego expresar A~! como un producto de ciertas matrices elementales y analizar
su forma. Otra demostracién: suponer que AB = [,,, analizar las entradas de AB en un
orden adecuado y hacer conclusiones sobre las entradas de B.

23. Teorema sobre la inversa de una matriz triangular superior. Sea A una matriz
triangular superior de orden n con entradas diagonales no nulas. Muestre que A~! también
es triangular superior. Sugerencia: encontrar una cadena de operaciones elementales que
transforman A en I,,, luego expresar A~! como un producto de ciertas matrices elementales
y analizar su forma. Otra demostracion: suponer que AB = I, analizar las entradas de
AB en un orden adecuado y hacer conclusiones sobre las entradas de B.
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24. Programacién: inversiéon de una matriz unitriangular inferior (problema
optativo). Escriba una funcién que calcule la inversa de la matriz dada L, donde L es
una matriz cuadrada unitriangular inferior. Calcule el niimero de flops.

25. Programacion: inversién de una matriz triangular superior (problema op-
tativo). Escriba una funcién que calcule la inversa de la matriz dada L, donde L es una
matriz cuadrada triangular superior. Calcule el niimero de flops.

Solucién de sistemas de ecuaciones lineales, casos simples

26. Programacion: solucién de sistemas de ecuaciones lineales con matrices
unitriangulares inferiores, método por renglones. Escriba una funcién que resuelva
sistemas de ecuaciones lineales de la forma Lz = b, donde L € LT, (R) es una matriz
unitriangular inferior y b € R™. Utilice la funcién “producto punto” programada anterior-
mente o su analogo en el lenguaje de programacion elejido. Aproveche la estructura de la
matriz y trabaje solamente con los “trozos interesantes” de renglones o columnas. Calcule
el niimero de flops.

27. Programacion: solucién de sistemas de ecuaciones lineales con matrices
unitriangulares inferiores, método por columnas. Escriba una funcién que resuelva
sistemas de ecuaciones lineales de la forma Lz = b, donde L € LT,(R) es una matriz
unitriangular inferior y b € R™. Utilice operaciones lineales con los “trozos interesantes” de
columnas. Se recomienda usar la funcién “axpy” programada anteriormente o su analogo
en el lenguaje de programacién elejido. Calcule el niimero de flops.

28. Programacion: solucién de sistemas de ecuaciones lineales con matrices
triangulares inferiores. Escriba una funcién que resuelva sistemas de ecuaciones lineales
de la forma Lz = b, donde L € LT, (R) es una matriz triangular inferior y b € R". Resuelva
el problema de dos maneras: por renglones (con el producto punto) y por columnas (con
operaciones lineales). Calcule el nimero de flops.

29. Programacion: solucién de sistemas de ecuaciones lineales con matrices
triangulares superiores. Escriba una funciéon que resuelva sistemas de ecuaciones li-
neales de la forma Lz = b, donde L € UT,(R) es una matriz triangular superior y
b € R". Resuelva el problema de dos maneras: por renglones (con el producto punto) y
por columnas (con operaciones lineales). Calcule el nimero de flops.

30. Programacioén: sistemas tridiagonales de ecuaciones lineales.
Escriba una funcion que resuelva sistemas tridiagonales de ecuaciones lineales, usando
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pivotes diagonales. Los datos iniciales son los vectores a, b, ¢, r de longitudes n, n — 1,
n — 1, n, respectivamente. Por ejemplo, para n = 5, se trata del sistema

aq b1 0 0 0 ™
C1 Q3 bg 0 0 |r 2
0 Cy Qa3 b3 0 T3
0 0 C3 Q4 b4 T4
0 0 0 ¢4 as]|rs

Calcule el nimero de flops.

Factorizaciones LU, Cholesky y PLU

31. Férmulas del p-ésimo paso de la factorizacién LU. Consideramos el algoritmo
de factorizacion LU. Sea n el orden de la matriz y sea p € {1,...,n — 1}. Denotemos
por L y U a las matrices obtenidas después de p — 1 pasos del algoritmo. Por ejemplo, si
n =6, p= 3, entonces L y U son de la forma

1 0 0000 Uig Up Uig Uiy Uiz Ug

Lyy 1 0000 0 Usp Usz Usy Uss Usg

;| Bsa L 1000 g | 0 0 U Usa Uss Us
Lyy Lip 01 0 0|’ 0 0 Uiz Uia Uss Usg

Lsy Lss 0 0 1 0 0 0 Uss Usa Uss Usg
_L6,1 L6,2 000 1_ L 0 0 U6,3 U6,4 U6,5 U6,6_

Escriba las operaciones que se aplican a las matrices L y U en el p-ésimo paso del algoritmo.
Se recomienda no hacer operacions con las entradas que ya definitivamente son cero.
Ademés se recomienda poner ceros en las posiciones Uy 3, Us 3, Us 3, en vez de calcular sus
valores nuevos con las operaciones elementales.

32. Férmulas del p-ésimo paso de la factorizacion LU en forma compacta.
Consideremos la version compacta del algoritmo LU, cuando las entradas no triviales de
la matriz L se guardan en la parte inferior de la matriz U. Modifique la solucion del
problema anterior de manera adecuada.

33. Programacién: factorizacién LU. Escriba una funcion que calcule la factorizacién
LU de una matriz dada. Puede suponer que dicha factorizacién existe. La funciéon puede
regresar el par de matrices (L, U) o una matriz que guarde ambos factores L y U de manera
compacta. Utilice las férmulas e ideas de los Problemas [31] y 32} Calcule el nimero de
flops.

34. Teorema: unicidad de la factorizaciéon LU. Sea A una matriz cuadrada invertible.
Demuestre que si A tiene una factorizacion LU, entonces esta factorizacion es tnica.
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35. Definicién: matriz estrictamente invertible. Una matriz cuadrada A de orden
de la matriz A, ubicada en la interseccién de sus primeros k renglones y k columnas, es
invertible. En otras palabras, A es estrictamente invertible si todos sus menores principales
lideres son distintos de cero.

36. Lema sobre las submatrices principales lideres del producto de una matriz
triangular inferior por una matriz triangular superior. Sea A = LU, donde L es
una matriz triangular inferior y U es una matriz triangular superior, todas de tamano
n x n. Demuestre que para cada p € {1,...,n}

A(l:p,1:p)=L(1:p,1:p)U(1:p,1:p).

37. Lema sobre los menores principales lideres en la eliminacién de Gauss con
pivotes diagonales. Sea A una matriz de tamano n x n y sea B una matriz obtenida
de la matriz A al aplicar operaciones elementales de la forma R, + =pR,, con ¢ > p.
Demostrar que los menores principales lideres de la matriz B coinciden con los menores
correspondientes de la matriz A, esto es, para cada p € {1,...,n},

det B(1:p,1:p)=det A(1:p,1:p).

38. Teorema: criterio de existencia de una factorizacion LU. Sea A una ma-
triz cuadrada invertible. Demuestre que A tiene una factorizacion LU si y solo si A es
estrictamente invertible.

39. Ejemplo de una matriz invertible que no tiene factorizacion LU. Construya
una matriz de orden 3 que sea invertible, pero no tenga ninguna factorizacién LU.

40. Programacién: factorizacién de Cholesky. Escriba una funcién que calcule el
factor triangular inferior de Cholesky de una matriz dada (suponer que dicha factorizacién
existe). Calcule el nimero de flops.

41. Teorema: criterio de existencia de una factorizacién de Cholesky. Sea A una
matriz real cuadrada de orden n. Demuestre que las siguientes condiciones son equivalen-
tes:

» A tiene una factorizacién de Cholesky A = LL", donde L es una matriz triangular
inferior invertible.

» A es simétrica y positiva definida, esto es, AT = Ay 2" Az > 0 para cada x €

R™\ {0}.

42. Pivoteo parcial (por columnas). En el algoritmo de factorizacién PLU, denotemos
por U al factor U obtenido después de aplicar p — 1 pasos del algoritmo. Explique los
calculos y operaciones que utiliza el pivoteo parcial por columnas en el inicio del p-ésimo
paso del algoritmo, antes de aplicar operaciones elementales. Calcule el niimero de flops.

Matrices triangulares y descomposiciéon LU, problemas para examen, pagina 6 de 7



43. Pivoteo parcial escalado (por columnas). En el algoritmo de factorizacién PLU,
denotemos por U al factor U obtenido después de aplicar p — 1 pasos del algoritmo.
Explique los cédlculos y operaciones que utiliza el pivoteo parcial escalado por columnas en
el inicio del p-ésimo paso del algoritmo, antes de aplicar operaciones elementales. Calcule
el nimero de flops.

44. Programacién: factorizacién PLU. Escriba una funcién que calcule una factori-
zacién PLU de la matriz dada A € M,,(R), usando el pivoteo por columna. Regresar la
permutacién que corresponde a la matriz P y las matrices L y U. Calcule el nimero de
flops.

45. Programacion: solucion de sistemas de ecuaciones lineales usando la fac-
torizacion PLU. Escriba una funcion que resuelva sistemas de ecuaciones lineales de la
forma Az = b usando una factorizaciéon PLU de la matriz dada A. Use funciones de los
problemas anteriores. Calcule el niimero de flops.

46. Programacioén: calculo del determinante de una matriz. Escriba una funcion
que calcule el determinante de la matriz dada A. Use el pivoteo parcial por columna o el pi-
voteo por columna escalado. Sugerencia: simplifique la funcion que realiza la factorizacion
PLU.

Matrices triangulares y descomposiciéon LU, problemas para examen, pagina 7 de 7



