Férmula para el gradiente
de una forma cuadratica

Objetivos. Dada una matriz A € M, (R), deducir la férmula para el gradiente de la
forma cuadritica q(x) ==z " Ax.

Requisitos. Formas lineales y cuadraticas, las derivadas parciales de una funcién en un
punto, el gradiente de una funcién en un punto, la derivada del producto, sumas con la
delta de Kronecker, la matriz transpuesta, matrices simétricas.

Férmula para el gradiente de una forma lineal

1. Definicién del gradiente de una funcién (repaso). Sea f: R” — R una funcién
differenciable en cada punto. Denotamos por (D, f)(z) a la p-ésima derivada parcial de la
funcién f en el punto x. Entonces el gradiente de f en el punto x se define como el vector
de las derivadas parciales y se denota por (grad f)(z) o por (Vf)(z):

(grad f)(2) = (V)(x) = [(D,F)(@)],.

En otras palabras, para cada x € R" tenemos (grad f)(z) € R", y paracadap € {1,...,n}
la p-ésima componente del vector (grad f)(z) es

((grad f)(z))p = (Dpf)(2)-

2. Formula para la derivada parcial de una funcion monomial. Sean j,p €
{1,...,n}. Entonces
Dypj = djp. (1)

Demostracion. Si j = p, entonces ambos lados de (1) son 1. En otro caso, si j # p, ambos
lados son 0. O

3. Formula para el gradiente de una forma lineal. Sea b € R". Definimos ¢: R® — R
mediante la regla

or)=b'z= ijxj.
j=1

Entonces para cada x € R"

(grad ¢)(z) = b.

Demostracion. Sea x € R". Para cada p € {1,...,n}, calculemos la p-ésima derivada
parcial de ¢ en el punto z, usando la linealidad del operador D,, y la férmula (1):

((grad @) (), = (Dpp) () = > b;6; = by
j=1
Formando un vector de estas derivadas parciales obtenemos el vector b. O
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4. Forma cuadrética con la notacién matricial y en coordenadas. Sea A € M,,(R)
tal que AT = A. Definimos ¢: R® — R mediante la férmula

q(z) = x" Ax.

Entonces

q(z) =) > A (2)

j=1 k=1

Demostracion. Aplicamos dos veces la definiciéon del producto de matrices (para el caso
especial de vectores-renglones y vectores-columnas):

r' Az = ij(Ax)j = Z <xj Z Aj,kxk> :
j=1 j=1 k=1

Aplicando propiedades del producto en R obtenemos (2). O

5. Formula para la derivada parcial del producto de dos variables. Sean j, k,p €
{1,...,n}. Entonces
Dy(zj k) = 0p 2k + Op ;. (3)

Demostracion. Primero aplicamos la féormula para la derivada del producto:
Dy(jr) = x; Dy(an) + zx Dp(;),
luego utilizamos (1). O

6. Comprobacién. Para comprobar (3) consideremos todos los casos posibles:

1. Sip=j =k, entonces ambos lados de (3) son iguales a 2x;.
2. Sip=j, p+#k, entonces ambos lados son iguales a x.

3. Sip=k, p# j, entonces ambos lados son iguales a z;.

4. Sip+#jy p+#k, entonces ambos lados son 0.

7. Férmula para el gradiente de una forma cuadratica. Sea A € M,,(R). Definimos
q: R" — R mediante la formula
q(z) = 2" Ax.

Entonces q es diferenciable, y para cada x € R™ el gradiente de la funcién ¢ en el punto
x se calcula por la formula

(gradq)(z) = (A+ A")a. (1)
En particular, si la matriz A es simétrica, entonces

(grad q)(z) = 2Ax. (5)
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Demostracion. Sea x € R™. Para cada p € {1,...,n} calculemos la p-ésima componente
del vector (grad ¢)(z) aplicando (2) y (3):

((grad q)(2)), = Dpa(x) = Y D Ayu(Opn + Gyt

j=1 k=1

= Z Z Aj,kép,jl‘k + Z Z Aj,kép,kl‘j

k=1 j=1 j=1 k=1

n n
= § Ap gy + § Ajp;
k=1 j=1

= A+ Y (AT
k=1 j=1

= (Az), + (ATx)p = ((A+ AT)x)p'

Como los vectores (grad ¢)(z) y (A+AT)x son de la misma longitud n y tienen las mismas
componentes en posiciones correspondientes, son iguales. ]
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