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Criterio de matrices ortogonales en términos de renglones y columnas

Proposicién
Sea Q € Mp(R). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) QTQ = In:'

(b) QQT =1y,

(c) las columnas de Q forman una lista ortonormal en R";
(d)

d) los renglones de Q forman una lista ortonormal en R".

Una matriz @ de clase M,(R) se llama ortogonal si QTQ=1/,y QQ" = I,.



La norma euclidiana en R” y el producto interno en R": repaso

La norma euclidiana en R", denotada por || - ||2 o simplemente por || - ||,

se puede definir en términos del producto punto:

lall =/ {a, a)-



La norma euclidiana en R” y el producto interno en R": repaso

La norma euclidiana en R", denotada por || - ||2 o simplemente por || - ||,

se puede definir en términos del producto punto:

lall =/ {a, a)-

Proposicién (identidades de polarizacién reales)
Sean a, b € R". Entonces

(2, b) = 7 (lla+ bI> = lla = ]I?),

(a,b) = = (Ila+ b2 — [lal|> - [|6]7).

NI =B =




La distancia euclidiana en R”

d(a, b) == |la— b



La distancia euclidiana en R”

d(a, b) == |la— b

Proposicién
Sea a € R". Entonces
|all = d(a,05).




La forma bilineal asociada a una matriz, repaso breve
Dada A en M, (R), definimos fa: (R")? — R,

fa(x,y) = (Ax,y).

Otra forma equivalente:

fa(x,y) =y Ax.



La forma bilineal asociada a una matriz, repaso breve
Dada A en M, (R), definimos fa: (R")? — R,

fa(x,y) = (Ax, y).

Otra forma equivalente:

fa(x,y) =y ' Ax.
Ejercicio. Sea A en M ,(R). Demostrar que f4 es bilineal:

fA()‘X + ,U,y,Z) =A fA(XaZ) +u fA(yaz),
fa(x, \y + pz) = X fa(x,y) + p fa(x, z).



La forma bilineal asociada a una matriz, repaso breve

fA(X7y) = <AXay>'



La forma bilineal asociada a una matriz, repaso breve

fa(x,y) = (Ax,y).
Ejercicio. Sea A en M,(R) y sean x,y € R". Demostrar que

fa(x,y) = Z Aj kXX
j,k=1



Matrices y formas bilineales

fa(x,y) = (Ax,y).



Matrices y formas bilineales

fA(X7y) = <AX7y>
Ejercicio. Sean A € M,(R), r,s € {1,...,n}. Calcular

fA(era es)‘



Matrices y formas bilineales

fA(X7y) = <AX7y>‘

Ejercicio. Sean A € M,(R), r,s € {1,...,n}. Calcular

fA(era es)'

Proposicién
Sean A, B € M,(R) tales que

Vx,y € R" (Ax,y) = (Bx,y).

Entonces A = B.




La matriz transpuesta como el operador adjunto, repaso

Proposicién
Sean A € Mp(R), x,y € R". Entonces

(Ax,y) = (x,ATy).




La matriz transpuesta como el operador adjunto, repaso
Proposicién
Sean A € Mp(R), x,y € R". Entonces

(Ax,y) = (x,ATy).

Demostracion.

(x,ATy) =(ATy) T x=(yT(A) x = (yTA)x = y T (Ax) = (Ax, ).



La matriz transpuesta como el operador adjunto, repaso
Proposicién
Sean A € Mp(R), x,y € R". Entonces

(Ax,y) = (x,ATy).

Demostracion.

(x,ATy) =(ATy) T x=(yT(A) x = (yTA)x = y T (Ax) = (Ax, ).

Otra forma equivalente de esta propiedad:

(BTx,y) = (x,By).



Proposicién (criterio geométrico de matrices ortogonales)

Sea Q € Mp(R). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) ATA= 1,

(b) A preserva el producto interno canénico:
Vx,y € R" (Ax, Ay) = (x, y).
(c) A preserva la norma euclidiana:
vx e R?  [JAx]| = [|x]|.
(d) A preserva la distancia euclidiana:

Vx,y € R" d(Ax, Ay) = d(x,y).




Una parte de demostracion: (b)=(a)

Supongamos que
Vx,y € R" (Ax, Ay) = (x,y).



Una parte de demostracion: (b)=(a)

Supongamos que
Vx,y € R" (Ax, Ay) = (x,y).

En otras palabras,
Vx,y € R" (ATAx,y) = (I.x, y).



Una parte de demostracion: (b)=(a)

Supongamos que
Vx,y € R" (Ax, Ay) = (x,y).
En otras palabras,
Vx,y € R" (ATAx,y) = (I.x, y).

Las formas bilineales f4 4 y fi, son iguales. Por lo tanto,

ATA=1,.



Una parte de demostracion: (d)=-(c)

Supongamos que
Vx,y € R" d(Ax, Ay) = d(x,y).

En particular, con y = 0,,

Vx € R” d(Ax,0,) = d(x,0p).

Otra forma equivalente:

VxeR"  [Ax] = IIx].



Ejercicio. Sea Q € O,(R) y sea b € R". Resolver el sistema de ecuaciones lineales:

QRx = b.



Recetas para generar matrices ortogonales

Se recomienda ejecutar los siguientes comandos en Matlab o GNU Octave.

Receta 1: ortogonalizacion de una lista de vectores aleatoria.

n = 3;

A randn (n) ;
(Q, R] = qr(A);
Q> * Q



Recetas para generar matrices ortogonales

Se recomienda ejecutar los siguientes comandos en Matlab o GNU Octave.

Receta 2: los vectores propios de una matriz simétrica aleatoria.

n = 3;

A randn (n) ;

B = A + A’;

[V, D] = eig(B);
VooV



