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Objetivo:
@ entender la idea del método de gradiente conjugado;

@ demostrar férmulas eficientes para los vectores y escalares que aparecen en este

método.

Prerrequisitos:

@ métodos iterativos para resolver sistemas Ax = b con A > 0;

la blusqueda exacta sobre una recta;

@ el método de direcciones conjugadas;

la ortogonalizaciéon de Gram—Schmidt.
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Del sistema Ax = b a un problema de minimizacién

Proposicion

Sea A € Mp(R) tal que A> 0, y sea b € R". Entonces el punto
s=A"b

es el minimo global estricto de la funcién f: R” — R,

1
f(x) = EXTAX —b'x.
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La minimizaciéon de f sobre una recta

Proposicion

Sean A, b, f como en la proposicién anterior, sean y € R", p € R"\ {0,}.
Definimos g: R — R,
g(a) = Fly +ap).

Entonces g alcanza su minimo global estricto en el punto

p'r
plAp’

Omin =

donde

r:=>b-—Ay.
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El cambio del residuo al cambiar el vector

Proposicion

Sean A€ Mpy(R), y e R", pe R"\ {0}, a € R,
X =y+ ap.

Entonces
b— Ax = (b — Ay) — aAp.
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Idea de métodos iterativos para A > 0

while rr > tol * tol,

Ps :7??, p = ???;
gs = Aps, qQ = A *p;
al = (p’ * r) / (p’ * q);
pTrs
o = p%q , x = x + al *x p;
s e r =r - al *x q;
Xs+1 = Xs + QsPs, rr = r’ * r;
endwhile

Is4+1 = Fs — Os(s.
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La ortogonalidad del residuo a la direccién anterior, repaso

Proposicion

En las suposiciones anteriores, para cada s,

rs+1 L ps.
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La ortogonalidad del residuo a la direccién anterior, repaso

Proposicion

En las suposiciones anteriores, para cada s,

rs+1 L ps.

Demostracion:

T
Ps rs+1 =
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La ortogonalidad del residuo a la direccién anterior, repaso

Proposicion

En las suposiciones anteriores, para cada s,

rs+1 L ps.

Demostracion:

psTrs+1 = p;r(rs - CVscls) =
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La ortogonalidad del residuo a la direccién anterior, repaso

Proposicion

En las suposiciones anteriores, para cada s,

rs+1 L ps.

Demostracion:

psTrs+1 = p;r(rs - CVscls) = p;rrs - aspqus =
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La ortogonalidad del residuo a la direccién anterior, repaso

Proposicion

En las suposiciones anteriores, para cada s,

rs+1 L ps.

Demostracion:

T
p. r.

psTrs+1 :p;r(rs_asqs) = p;rrs_aspqus :p;rrs_ p—sr 2 pqus =
S S
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La ortogonalidad del residuo a la direccién anterior, repaso

Proposicion

En las suposiciones anteriores, para cada s,

rs+1 L ps.

Demostracion:

T
p. r.

psTrs+1 :p;r(rs_asqs) = p;rrs_aspqus :p;rrs_ p—sr : pqus =0.
S S
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El producto interno asociado a una matriz, repaso

Sea A e M,y(R), A>0.
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El producto interno asociado a una matriz, repaso

Sea A e M,y(R), A>0.

Entonces la siguiente funcién es un producto interno en R":

(v,w)a = (Av,w) = w' Av.
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El producto interno asociado a una matriz, repaso

Sea A e M,y(R), A>0.

Entonces la siguiente funcién es un producto interno en R":
— _ T
(v,w)a = (Av,w) = w Av.

Denotamos por || - || la norma inducida por este producto interno:

Ivila = \/<v, V)a = \/<Av, v) = VvTAv.
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El producto interno asociado a una matriz, repaso

Sea A e M,y(R), A>0.

Entonces la siguiente funcién es un producto interno en R":
— _ T
(v,w)a = (Av,w) = w Av.

Denotamos por || - || la norma inducida por este producto interno:

Ivila = \/<v, V)a = \/<Av, v) = VvTAv.

Dos vectores v, w € R" se llaman A-ortogonales o A-conjugados , si (v,w)a = 0:

viaw = (v,w)a = 0.
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Métodos de direcciones conjugadas, repaso

Es una subfamilia de los métodos anteriores, cuando se pide una condicién adicional:

po, P1, P2, - - - son A-ortogonales a pares.
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Métodos de direcciones conjugadas, repaso

Es una subfamilia de los métodos anteriores, cuando se pide una condicién adicional:

po, P1, P2, - - - son A-ortogonales a pares.

Teorema (ortogonalidad del residuo a las dir. anteriores en los métodos de dir. conj.)

Sean pg, p1, p2, ... € R" vectores A-ortogonales.
Supongamos que rg € R" y 1, rp, ... estan definidos mediante la regla
r
rsi1 = rs — asAps, donde s = {rs, p;)
llps 13
Entonces
Vs e N Vk € {0,...,s—1} rs L pg.
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Idea del método de gradiente conjugado

Construir ps como el complemento ortogonal de rs respecto a pg, ..., ps—1,

en el sentido del producto interno asociado a la matriz A.

<r57 pk)A _ p/jArs

B 7/( = =
° (PksPk)A PLAPK

s—1
Ps = 1Is — Z /Bs,kpk'
k=0
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Idea del método de gradiente conjugado

Construir ps como el complemento ortogonal de rs respecto a pg, ..., ps—1,

en el sentido del producto interno asociado a la matriz A.

<r57 pk)A _ p/jArs

6 7/( = =
° (PksPk)A PLAPK

s—1
Ps = 1Is — Z /Bs,kpk'
k=0

Entonces, por supuesto, pg, p1, P2, - .. son A-ortogonales.
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Idea del método de gradiente conjugado

Construir ps como el complemento ortogonal de rs respecto a pg, ..., ps—1,

en el sentido del producto interno asociado a la matriz A.

-1
L <r57pk>A _ p/jArs L d
Bs7k = =7 , Ps = 1Is — Z /Bs,kpk'
(P> PK)A Py APk —o
Entonces, por supuesto, pg, p1, P2, - .. son A-ortogonales.

Es decir, el método del gradiente conjugado es un ejemplo de métodos de direcciones
conjugadas.
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Idea del método de gradiente conjugado

Construir ps como el complemento ortogonal de rs respecto a pg, ..., ps—1,

en el sentido del producto interno asociado a la matriz A.

L <r57 pk)A _ p/jArs L =
Bsk = =7 , Ps = 1Is — Z /Bs,kpk'
(P, PK)A Py APk P

Entonces, por supuesto, pg, p1, P2, - .. son A-ortogonales.

Es decir, el método del gradiente conjugado es un ejemplo de métodos de direcciones

conjugadas.

A diferencia de la situacién abstracta de métodos de direcciones conjugadas,

aqui se propone una receta explicita para construir pg, p1, p2, - - ..
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Idea del método de gradiente conjugado

(rs, Px) A _ pi Ars
(PksPk)A PLAPK

s—1
Bsk = Ps = rs — Z Bs,kPk-
k=0
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Idea del método de gradiente conjugado

(rs, Px) A _ pi Ars
(PksPk)A PLAPK

s—1
Bsk = Ps = rs — Z Bs,kPk-
k=0
Esta receta parece muy ineficiente, pero sucede un milagro:

Vk§5—2 rsJ_Apk.



Repaso de herramientas previas
0000000000

Idea del método de gradiente conjugado

(rs, Px) A _ pi Ars
(PksPk)A PLAPK

s—1
Bsk = Ps = rs — Z Bs,kPk-
k=0

Esta receta parece muy ineficiente, pero sucede un milagro:
Vk§5—2 rsJ_Apk.

Por eso
N <r57ps—1>A
ps = rs — 5" ps1.
HPS—IHA
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Para estudiar las propiedades de py y rx y explicar el milagro,

usaremos los subespacios de Krylov .
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Subespacio generado por una lista de vectores

Definicion
Sean ai,...,an € R".

m
Ua,...,am) =4 x€R": A, ApeR x=> N
j=1
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Subespacio generado por una lista de vectores

Definicidon

Sean ai,...,an € R".

m
Ua,...,am) =4 x€R": A, ApeR x=> N
j=1

Es facil demostrar que
e ((a1,...,am) es un subespacio de R";
@ ai,...,am € l(a1,...,am);

e /(a1,...,am) es el minimo entre los subespacios de R” que contienen a ai, ..., am.
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Criterio de la contencién de subespacios generados por listas de vectores

Proposicion

Sean a1, ..., ak, b1,...,bm € R". Entonces

E(al,...,ak)gﬁ(bl,...,bm) <~ 31,...,ak€£(b1,...,bm).
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Criterio de la contencién de subespacios generados por listas de vectores

Proposicion

Sean a1, ..., ak, b1,...,bm € R". Entonces

E(al,...,ak)gﬂ(bl,...,bm) <~ 31,...,ak€f(b1,...,bm).

Corolario

Sean ai,...,ak, b1,..., by € R" tales que

la1, .- ak—1) = (b1, ..., bk-1), ax € {(by,. .., by), bk € l(ay, ..., ak).

Entonces ¢(a1,...,ax) = (b1, .., bk).
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Vector ortogonal al subespacio generado por una lista de vectores

Definicién

Sea S un subespacio de R” y sea x € R".

x 1S L VyeS x 1 S.

Proposicion

Sean aj,...,ak € R", S :={(a1,...,ak).

Entonces para cada x en R" las siguientes condiciones son equivalentes:

Vie{l,...,k} xL1aj = x LS.
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Subespacio de Krylov asociado a una matriz y un vector

Definicién
Sean A € M,y(R), v € R".

Ki(A,v) = £(v,Av, A%v,... A ty).
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Subespacio de Krylov asociado a una matriz y un vector

Definicién
Sean A € M,y(R), v € R".

Ki(A,v) = £(v,Av, A%v,... A ty).

En la terminologia algebraica estandar,

las potencias /, A, A%, ... forman un semigrupo,
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Subespacio de Krylov asociado a una matriz y un vector

Definicién
Sean A € M,y(R), v € R".

Ki(A,v) = £(v,Av, A%v,... A ty).

En la terminologia algebraica estandar,
las potencias /, A, A%, ... forman un semigrupo,

este semigrupo actlia de manera natural a los vectores de R”,
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Subespacio de Krylov asociado a una matriz y un vector

Definicién
Sean A € M,y(R), v € R".

Ki(A,v) = £(v,Av, A%v,... A ty).

En la terminologia algebraica estandar,
las potencias /, A, A%, ... forman un semigrupo,
este semigrupo actlia de manera natural a los vectores de R”,

la sucesion (Akv)i‘;0 se conoce como la érbita de de v bajo esta accién,
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Subespacio de Krylov asociado a una matriz y un vector

Definicién
Sean A € M,y(R), v € R".

Ki(A,v) = £(v,Av, A%v,... A ty).

En la terminologia algebraica estandar,

las potencias /, A, A%, ... forman un semigrupo,

este semigrupo actlia de manera natural a los vectores de R”,

la sucesion (Akv)ioz0 se conoce como la érbita de de v bajo esta accién,

y el subespacio Kj(A, v) esta generado por los primeros j elementos de esta érbita.
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Una propiedad de los subespacios de Krylov

Ki(A,v) = 0(v,Av, A%v, ... A1y,
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Una propiedad de los subespacios de Krylov

Ki(A,v) = 0(v,Av, A%v, ... A1y,

Proposiciéon

Sean A € M,y(R), v e R", x € Kj(A, v). Entonces Ax € Kj1(A,v).
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Demostracion

Ki(A,v) = 0(v,Av, A%v, ... A ty).

La suposicién x € Kj(A, v) significa que
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Demostracion

Ki(A,v) = 0(v,Av, A%v, ... A ty).

La suposicién x € Kj(A, v) significa que existen Ao, ..., Aj—1 € R tales que

j—1
X = Z )\kAkv.
k=0
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Demostracion

Ki(A,v) = 0(v,Av, A%v, ... A ty).

La suposicién x € Kj(A, v) significa que existen Ao, ..., Aj—1 € R tales que
j-1
X ::ZE:,XkAkv.
k=0

Luego
Ax =
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Demostracion

Ki(A,v) = 0(v,Av, A%v, ... A ty).

La suposicién x € Kj(A, v) significa que existen Ao, ..., Aj—1 € R tales que
j-1
X = Z )\kAkv.
k=0
Luego

j—1
Ax = Y NATIy €
k=0
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Demostracion

Ki(A,v) = 0(v,Av, A%v, ... A ty).

La suposicién x € Kj(A, v) significa que existen Ao, ..., Aj—1 € R tales que
j-1
X = Z )\kAkv.
k=0
Luego

j-1
Ax = Z MAKTLY € 1(Av, ... Av)
k=0
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Demostracion

Ki(A,v) = 0(v,Av, A%v, ... A ty).

La suposicién x € Kj(A, v) significa que existen Ao, ..., Aj—1 € R tales que
j-1
X = Z )\kAkv.
k=0
Luego

Ax = Z MAKTLY € (Av, ... Av) C
k=0
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Demostracion

Ki(A,v) = 0(v,Av, A%v, ... A ty).

La suposicién x € Kj(A, v) significa que existen Ao, ..., Aj—1 € R tales que

j—1
X = Z )\kAkv.
k=0

Luego

Ax = Z MAT Ly € U(Av, ... AVv) C Kit1(A,v).
k=0
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Idea del método del gradiente conjugado

@ n,m,rs,...seconstruyen de pg, p1, P2, - - -,
como en los métodos de direcciones conjugadas;

@ po, p1, P2, - .. Se construyen de ry, 1,12, .. .,
como en la ortogonalizacién de Gram—Schmidt, respecto al producto (-, ).
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El método del gradiente conjugado, la forma tedrica

Empezamos con rp = b — Axg, po = ro.

En cada paso s, como en otros métodos iterativos para A > 0,

_ (rssps) _ (rs,ps) Xo1 = Xs — QisP Fei1 = rs — asAp
s - 9 S T S SMS» S — Is S SH
<AP5aPs> ||pSHA
Borny = (rs+1, PK)A Pert = fi iﬁ L kPxk
+ s P — -— - + s .
° (Pk:Pk>A ’ ° ° k=0 °

Vamos a demostrar que la férmula para psy1 se simplifica mucho.
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Propiedades “gratuitas” del método de gradiente conjugado

(que salen de la teoria anterior)

@ Los vectores pg, p1, p2, - - . se obtienen por las férmulas de Gram-Schmidt a partir

de rg,r1, o, ..., por eso
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Propiedades “gratuitas” del método de gradiente conjugado

(que salen de la teoria anterior)

@ Los vectores pg, p1, p2, - - . se obtienen por las férmulas de Gram-Schmidt a partir
de rg,r1, o, ..., por eso
Vk <s Prx Laps.
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Propiedades “gratuitas” del método de gradiente conjugado

(que salen de la teoria anterior)

@ Los vectores pg, p1, p2, - - . se obtienen por las férmulas de Gram-Schmidt a partir
de rg,r1, o, ..., por eso
Vk <s Prx Laps.

@ Los vectores pg, p1, p2, ... son A-ortogonales, por eso el método del gradiente

conjugado es un caso particular de métodos de direcciones conjugadas, y
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Propiedades “gratuitas” del método de gradiente conjugado

(que salen de la teoria anterior)

@ Los vectores pg, p1, p2, - - . se obtienen por las férmulas de Gram-Schmidt a partir
de rg,r1, o, ..., por eso
Vk <s Prx Laps.

@ Los vectores pg, p1, p2, ... son A-ortogonales, por eso el método del gradiente

conjugado es un caso particular de métodos de direcciones conjugadas, y

Vk <s pr L rs.
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Condicién de terminacién

Si para algln s obtenemos rs = 0,, entonces al algoritmo se termina,

es decir, no se definen py y rs con k > s.
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Condicién de terminacién

Si para algln s obtenemos rs = 0,, entonces al algoritmo se termina,

es decir, no se definen py y rs con k > s.

Por la teoria de métodos de direcciones conjugadas, el algoritmo termina su trabajo en
no mas de n pasos.
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Condicién de terminacién

Si para algln s obtenemos rs = 0,, entonces al algoritmo se termina,

es decir, no se definen py y rs con k > s.

Por la teoria de métodos de direcciones conjugadas, el algoritmo termina su trabajo en
no mas de n pasos.

En la practica, terminamos el trabajo cuando rs es suficientemente pequeno.
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Férmula para el coeficiente a en el método de gradiente conjugado

Proposicion

Qg —

N

||PSHA
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Demostracion

Recordamos que

ps
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Demostracion

Recordamos que
s—1
Ps = rs — Z /Bs,kpk-
k=0

Obtenemos

<r57ps> =
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Demostracion

Recordamos que
s—1
Ps = rs — Z /Bs,kpk-
k=0

Obtenemos

s—1
(rs,ps) = Hrs||2 - Z Bs,k<Pk7 rs).
k=0

Los dltimos productos internos son cero por la propiedad de residuos y direcciones en
métodos de direcciones conjugadas. Luego

o = (rs, Ps) _ HrSH2

(Aps, ps) B ||Ps||,24.
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Relacién entre rg, rsi1y ps

rs41 = rs — s Aps.



Relacién entre rg, rsi1y ps

De aqui,
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rs41 = rs — s Aps.

Aps =
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Relacién entre rg, rsi1y ps

De aqui,
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lgualdad de ciertos subespacios en el método de gradiente conjugado

Teorema
Para cada s,

g(p()? . '7pS) = g(r07 St rS) = KS+1(A7 rO).
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lgualdad de ciertos subespacios en el método de gradiente conjugado

Teorema

Para cada s,
Upoy---yps) =L(ro,...,rs) = Kst1(A, o).

Observacion. La demostracién estarad basada en las férmulas

s
rs41 = rs — Qs Aps, Ps4+1 = Fs+1 — Z /Bs+1,kpk'
k=0

En esta demostracién no seran importantes las férmulas para as y 8511 k-
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Demostracién de ¢(po, ..., ps) = U(ro, ..., rs)

Usar la induccién sobre s y las siguientes ideas.

s hip. ind.
Psi1=rsy1— »_ PBsrikPk € L(ro,. .. rs1),
k=0

S
rsv1 = Pss1+ Y Bsr1kPk € L(po, - - -, Psi1)-
k=0



Teoria del método del gradiente conjugado
000000000 e0000000

Demostracién de ¢(po, ..., ps) = U(ro, ..., rs)

Usar la induccién sobre s y las siguientes ideas.

s hip. ind.
Psi1=rsy1— »_ PBsrikPk € L(ro,. .. rs1),
k=0

S
rsv1 = Pss1+ Y Bsr1kPk € L(po, - - -, Psi1)-
k=0

Es la propiedad de conservacién de subespacios en el método de Gram—Schmidt.
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Demostracion de U(ry, ..., rs) € Ksi1(A, ro)

Induccién sobre s. Por la hipétesis de induccidn,

fo,...,rs € Ks+1(Aa rO)‘

Fs+1 = Is - asA  ps
m m
Ks11(A,r0) Ks+1(A,n0)

Como ps € Ks1+1(A, rp), obtenemos Aps € Ks12(Ar) y

rsr1 € Ksi2(A, ro).
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Demostracién de Kq1(A, ro) € 4(po, - - -, Ps)

Por induccién sobre s. Suponemos que

ro, Arg, ..., A°ro € £(po, - - ., Ps)-

Notamos que
rs — rs4+1
APS = ==t € g(l’(), ) rs+1)’ (1)

Qs

Luego

s+1 s hip. ind.
A= AArn) € Alpo,...,ps) = L(Apo, ..., Aps)

(1)
C oy s rer1) = (Pos ., o).
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Ejercicio. Usando las ideas previas, demostrar directamente que
(po) = £(ro),

é(pOa pl) = E(I’o, rl) = E(I’O,AI’Q),

U(po, p1, p2) = (ro, r1, r2) = €(ro, Arg, A%rp).
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Ciertas ortogonalidades en el método de gradiente conjugado

Hemos demostrado que para cada s,

Upo, ... ps) =L(ro,...,rs) = Kst1(A, ro).

Corolario

Para cada s,

ps La Ks(A, ro), rs L Ks(A, ro).
Los vectores pg, p1, p2, - - - son A-ortogonales por pares,
y los vectores ry, r1, 1o, . .. son ortogonales por pares.
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Simplificacion de la férmula para ps.1

Corolario

Para cada s,
Vk<s—1 rs+1 LA pk.

Por consecuencia, Bsy10="... = fs4+15-1 =0y

Ps+1 = Fs+1 — /Bs—l—l,sps-
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Simplificacion de la férmula para ps.1

Corolario

Para cada s,
Vk<s—1 rs+1 LA pk.
Por consecuencia, Bsy10="... = fs4+15-1 =0y
Ps+1 = Fs+1 — /Bs—l—l,sps-
Demostracion. Para cualquier k en {0,...,s — 1},

1
(rs+1, Pk)A = (rs+1, Apk) = ;k(ﬁ — rjt1, rsr1) = 0.



Foérmula para s s-1

Corolario
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__lnal?
S 7
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Foérmula para s s-1

Corolario

__lnal?
S 7

<rs+1:Ps>A

Demostracién. Recordemos que (5115 = 1P|
sia
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Foérmula para s s-1

Corolario
_ sl
Pete = e
Demostracion. Recordemos que Bsy1s = %
sila

Simplificamos el numerador y el denominador:

<r5+1apS>A =
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Foérmula para s s-1

Corolario
_ sl
Pete = e
Demostracion. Recordemos que Bsy1s = %
sila

Simplificamos el numerador y el denominador:

(rst1,Ps)a = (rs+1,Aps) =
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Foérmula para s s-1

Corolario
_ sl
Pete = e
Demostracion. Recordemos que Bsy1s = %
sila

Simplificamos el numerador y el denominador:

1
(rst1,Ps)a = (rs+1,Aps) = 07<fs — Isq1,ls41) =
S



Teoria del método del gradiente conjugado
0000000000000 00e0

Foérmula para s s-1

Corolario
71
Basns = —1H
s+1,s Hrs”z 9
Demostracion. Recordemos que Bsy1s = %
SliA
Simplificamos el numerador y el denominador:
1 1 5
(rs+1, Ps)a = (rs1, Aps) = 07<rs = lsi1, fs41) = — OTH’"S+1|| .

S S
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Foérmula para s s-1

Corolario
_ sl
Pete = e
Demostracion. Recordemos que Bsy1s = %
sila

Simplificamos el numerador y el denominador:

1 1
(rs11,Ps)A = (rs+1, Aps) = —(rs — rsy1,ls41) = — 7Hrs+1||2-
s (0%

Ipslla =
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Foérmula para s s-1

Corolario
_ sl
Pete = e
Demostracion. Recordemos que Bsy1s = %
sila

Simplificamos el numerador y el denominador:

1 1
(rs11,Ps)A = (rs+1, Aps) = —(rs — rsy1,ls41) = — 7Hrs+1||2-
s (0%

”psH/ZA = <Apsaps> =
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Foérmula para s s-1

Corolario
_ sl
Pete = e
Demostracion. Recordemos que Bsy1s = %
sila

Simplificamos el numerador y el denominador:

1 1
(rs11,Ps)A = (rs+1, Aps) = —(rs — rsy1,ls41) = — 7Hrs+1||2-
s (0%

1
”PSHE\ = <AP5aPs> = 07<rs - fs+1,Ps> =

S
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Foérmula para s s-1

Corolario
71
Bsi1s = —
s+1,s Hrs”z 9
Demostracion. Recordemos que Bsy1s = <rs“+;’f§>A
SliA
Simplificamos el numerador y el denominador:
1 1 5
(fs41, Ps)A = (rs+1, Aps) = —(rs — rs1, fs41) = — —|[|rs1|
Qg Qs

1 1
”pSH/24 = <Ap5,ps> = 07<rs - fs+1,Ps> = ;(rsaps> =

s s
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Foérmula para s s-1

Corolario
71
Bsi1s = —
s+1,s Hrs”z 9
Demostracion. Recordemos que Bsy1s = <rs“+;’f§>A
SliA
Simplificamos el numerador y el denominador:
1 1 5
(fs41, Ps)A = (rs+1, Aps) = —(rs — rs1, fs41) = — —|[|rs1|
Qg Qs

1 1 1
”psH/ZA = <Apsaps> = 07<rs - rs+1aps> = 07<r57P5> = OT”"SHZ'

s s S
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Pequeia tarea adicional

Demostrar o refutar (con un contraejemplo) la siguiente afirmacién. Para cada s,

[Irstall < [lrsll-



Programacién
[ ele}

© Programacion



Programacién
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function [x, s] = cg(A, b, x0, tol, smax),

x = x0; r = b - A x x; p = r;
rr = r’ *x r; s = 0; tol2 = tol * tol;
while (s < smax) && (rr >= tol2),

q =A% p; al = (p’ * 1) / (p’ * q);
Xx =x + al x p; r =1 - al *x q;
rrold = rr; rr = r’ *x r;

be = - rr / rrold; p = r - be * p;

s = s + 1;

end

end



Programacién
ooe

Se recomienda aplicar el método del gradiente y el método del gradiente conjugado
a sistemas Ax = b, con A € M,(R), A > 0.

Poner n = 512, n = 1024, n = 2048, smax = 100, tol = 10719,
Comparar el niimero de pasos.

Para construir A > 0, se puede usar la siguiente receta:

B

randn(n, n);

B’ * B + eye(n);
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