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1 Meétodo de Direcciones Conjugadas.

El método de direcciones conjugadas es un método iterativo para resolver un
sistema lineal de ecuaciones Az = b donde A € M,,(R™) es simétrica y definida
positiva.

Como sabemos el resolver el sistema de ecuaciones es equivalente al problema
de minimizar la funcién ¢(z) definida como:
1

o(x) = ixTAx —zTb

Notemos que V¢(x) = Ax—b. Entonces definimos el resido en cada iteracién
como r(zy) = Vo(zi) = Az, — b.

Definicién 1 Sea P = {po,...,pr} un conjunto de vectores no nulos, sea A €
M, (R™) simétrica y definida positiva. Se dice que P es un conjunto conjugado
con respecto a A si

<Di,Pj >A= piTApj =0 para toda i # j

Se puede demostrar que cualquier conjunto de vectores que es conjugado,
es ademds un conjunto linealmente independiente. Asi, dado un punto zg y un
conjunto conjugado {po, ..., pn—1}, el método de direcciones conjugadas genera
la sucesién

Th+1 = Tk + QgD
donde ay, es el valor que minimiza la funcién g(a) = ¢(zr + apg) y estd
definido por
LD
PrADE

Qf = —

Teorema 1 Sea g € R™ y {p1,...,pn—1} un conjunto conjugado. Entonces
la sucesion generada por el algoritmo de direcciones conjugadas converge a la
solucion del sistema Ax =b en a lo mds n iteraciones.



Demostracion 1 Denotemos por x* a la solucion del sistema Ax = b. Dado
que el conjunto de direcciones {po,p1,...,pn—1} €s linealmente independiente
éste genera al espacio y podemos escribir la diferencia de x* y xo de la siguiente
manera:

¥ —xog=00po+0o1p1+...+Op_1Pn-1 (1)

donde o), € R para k = 0,...,n — 1. Al multiplicar (1) por pf A y usando la
propiedad de conjugados tenemos

PEA(x" — 20) = oopp Apo + ... + Oupt APk + - .. + 01D} Apn_1

prA(x" — m0) = owp} Apy
pp Az — x0)
P Apr

Como xy, es generada por el método de direcciones conjugados, tenemos que

(2)

O =

Tk = %o + aoPo + ... + Qp—1Pk—1

Multiplicamos ésta expresion por pzA y usando la propiedad de conjugado

ph Az — m0) = aopi Apo + ... + ag_1pf Apr—1 =0
p{Axk = p{Axo

por lo que

PLA(z" — m0) = pp A(z* — ) = pf (Ax* — Awg) = pf (b — Axp) = —pLri

Usando esta expresion en (2) encontramos que

O = — b _ Qg
PrApK
Finalmente de (1) tenemos que
n—1
Tt =m0+ Y ap; =,
j=0

Por lo que la solucion x* se obtiene a lo mds al calcular en el n—ésimo paso a
T

Teorema 2 Sea xy € R™ un punto inicial y supongamos que la sucesion {xp tnen
es generada por el algoritmo de Direcciones Conjugadas. Entonces:

1. rIpi=0 para i=0,...,k—1

2. xy es el punto que minimiza () = %xTAx—bTx sobre x+gen{po, ..., Pk—1}-



Demostracién 2 Primero mostraremos que rgpl- =0 para v =0,...,k—1.
Procedemos por induccion.

Para k = 0. Tenemos la férmula recursiva del residuo ri+1 = 1, + apApg,
entonces:

r1 =19 + apgApo,

trasponiendo esta expresion y multiplicandola por py, tenemos:
i po = 74 po + coph Apo,

sustituyendo alphag por su expresion en el algoritmo vemos que:

T T Tgpo T
TiPo =Ty Po — Py Apo = 0.
p§ Apo

Por lo tanto se cumple para k = 0.

Ahora suponemos que se cumple para algun k—1, es decir, rkT_lpi =0 para i =
0,...,k—2. Queremos probar que se cumple para k. Observe que:

T = Th—1+ Qp_1Apr_1,

trasponiendo esta expresion y multiplicando la por pi_1, tenemos:
ThPk—1=Th_1Pk—1 + k1Dt 1 ADk-1,

sustituyendo alphap_1 por su expresion en el algoritmo vemos que:

T 'T_p Th—1Pk-1 oL Ap 0
kPk—1 = Tip_1Pk—1 — 7 5 Pk—1A4Pk—1 = U.
Pf_lApkq
Falta ver que sucede con las direcciones conjudas p; para i =0,...,k — 2.

Note que:

T = Th—1+ x—1Apr_1,

trasponiendo esta expresion y multiplicando la por p;, tenemos:

rgpi = rg_lp,- + ozk_lpf_lApi =0 parai =0,...,k—2.

Esto debido a la hipdtesis inductiva y a que p; para i = 0,...,k — 2 son
direcciones conjugadas. Por lo tanto rkTpi =0 para 1 =0,...,k—1.

Ahora mostraremos que un punto T minimiza ¢ sobre x + gen{pog, ..., pPr—1}
siy solo si r(z1)p; = 0 para i = 0,....k — 1, esto por las condiciones de

optimalidad r(x) = \7¢(x) = 0. Definimos una funcidn:

h(o) := ¢(xo + oopo + - .. + Ok—1Pk—1)s

como h es un funcion cuadrdtica y convexa, posee un unico punto o* que mini-
miza la funcion que satisface:

Oh(c*)
50'1'

=0 para 1 =0,...,k—1,



por la regla de la cadena tenemos entonces que
V(o +ogpo+ ...+ 0p_1pk_1) pi =0 para i =0,....k—1,

= (@) p;=0 para i =0,... k—1.

Por lo tanto T minimiza ¢ sobre x + gen{pq,...,pr—1}. Por lo primero
sabemos que xy satisface que r(zx)Tp; =0 para i =0,...,k — 1, pero T es
unico, por lo tanto xp = T.

2 Meétodo de Gradientes Conjugados.

Este método es un método de direcciones conjugadas con una propiedad espe-
cial. Esta propiedad es la de generar un nuevo vector pi usando solamente la
direccion anterior pg_1.Por lo que este método no necesita conocer py, . .., Pp_2
del conjunto de direcciones conjugadas, automaticamente el vector py es conju-
gados a estos. Esto es una ventaja muy importante computacionalmente, debido
a la poca memoria que necesita.

2.1 Caracteristicas.

Cada direccién se escoge para que sea una combinacion lineal de la direccion de
maximo descenso — v/ ¢(xx), que es lo mismo que el negativo del residuo —ry y
la direccién previa pi_1, de este modo tenemos:

Pk = —Tk + BrPr—1, (3)

donde el escalar fj se determina por la necesidad de que pr vy pr_1 sean con-
jugados respecto a A. Entonces si multiplicamos 3 por p{_lA e imponiendo la
condicién pl" | Apy = 0, encontramos que

_ T;zAPkfl
/Bk - Ti.
pk,lApkA

2.1.1 Algoritmo.

function[xn,its]=cg(A,b,tol,its_max)
n=length(b);

xn=zeros(n,1);

r=-b;

p=-r;

its=0;

while (norm(r)>tol) &&(its<=its_max)
q=A*p;

alpha=(-r’*p)/(p’*q);

xn=xn+alphax*p;

r=r+alphaxq;

beta=(r’*q)/(p’*q);

p=-r+betaxp;

its=its+1;

end

end



Cada direccion de buisqueda py y cada residuo r esta contenido en un sube-
spacio de Krylov.

2.1.2 Preeliminares.

Definicién 2 Sean ay,...,a, € R™. Denotamos por gen(ai,...,an) al con-
junto de todas las combinaciones lineales de los vectores a1, ..., am:

m
gen(ay,...,am) :={x € R" : IAq,..., \p, €R, sz/\jaj}
j=1

Corolario 1 Sean aq,...,ar,b1,...,bx € R™ tales que
gen(ay,...,ax—1) = gen(by,...,bp—1), ar € gen(by,...,bg), bx € gen(ay,...,ax)
Entonces gen(aq,...,ar) = gen(by, ..., bg)

Definicién 3 Sean A € M, (R) y v € R™, un subespacio de Krylov se define
como:

K;(A,v) := gen{v, Av, ... AT,
Lema 1 Sean A € M,(R), v e R" yx € K;(A,v). Entonces Az € K;;1(A,v).

Teorema 3 Sea A € M, (R) simétrica y definida positiva. Sea py = —rg.
Definimos las siguientes formulas del método del gradiente conjugado

I P +agA
aj = — el = Tk + arApy,
i A,
T
e Apk—1
Br = —F———— Pk = —Tk + BrPr—1
pk_lApk—l

Entonces para la k-ésima iteracion del método se cumplen las siguientes
propiedades:

i) gen(ro,r1,...,m1) = gen(rg, Arg, . .., AFrg)
ii) gen(po,p1,---,pr) = gen(ro, Arg, . .., A¥rg)
iii) pTApi =0 Vi=0,... k—1
w) rir; YVi=0,....k—1

Demostracién 3 Primero procedemos por induccion para demostrar simultineamente
I) yII). Parak =0, tenemos que gen(rg) = gen(rg). Luego por hipdtesis sabe-

mos que pg = —ro por lo que es claro que gen(pg) = gen(rg). Ahora suponemos

que se cumple para algun k y demostraremos que se cumple para k + 1, por lo

que nuestra hipotesis inductiva es:

gen(ro, 1,5 Tk) :gen(r()vATOv'”vAk/rO) (4)

gen(po, p1, - .-, k) = gen(ro, Arg, . .. 7Akro) (5)



Por (5) tenemos que py € gen(ro, Aro, ..., AFro). Si multiplicamos por A
obtenemos
Apy, € gen(Arg, A%rq, ..., AF1rg)

tomando esta expresion y recordando que Ti+1 = T + aApy se puede notar
que

et € gen(ro, Arg, Arg, ..., AF1rg) (6)
De nuevo por (5) sabemos que A¥ry € gen(po,p1,--.,px). Si multiplicamos
esta expresion por la matriz A obtenemos A¥lry € gen(Apo, Apy, ..., Apy).
Tig1 — Ty
Ademds sabemos que Ap; = Al para i =0,1,...,k por lo que
i
ALy € gen(ro, 1, ..., Try1) (7)

Usando el Corolario 1 con las expresiones (4), (6), (7) concluimos que

gen('r077"17 e ,’I"k+1) = gen(/r-(h ATO, . 7Ak+17"0)

con lo que queda demostrada la propiedad I)

Por demostrar la propiedad IT). Note que:

gen(po, .- Pk+1) =  gen(po, - - - Pk Tht1) (8)
= gen(ro, ..., A"ro, 7 41) (9)
= gen(ro, ..., "k, Tht1) (10)
= gen(po, ..., AFrg, A¥+1rg) (11)

Donde (8) se obtiene por la forma de calcular pry1, (9) y (10) suceden por la
hipdtesis inductiva y (11) por la demostracion anterior.

Para demostrar la propiedad III) de nuevo usamos induccion matemdtica.
Tomando k = 1 vemos que

T
T T T v "1 Apo
p1 =-r +Pipp = -1 + 0
g Apo
I T T r{ Apo
Multiplicando por Apo obtenemos py Apo = —ri Apo + pTApopO Apo = 0.
0
Ahora suponemos que se cumple para agin k y lo demostraremos para k+1,
ast nuestra hipotesis de induccion es que p{Api =0parai=0,1,....k—1y
demostraremos que pg_HApl- =0parai=0,1,...,k
Ph1Api = =1} 1 Api + Br1pf Ap (12)

Notemos que si i = k tenemos que

7”1{+1Apk
Py Apk

Ahora veamos que ocurre cuando i < k — 1. Por la de induccion podemos
observar que la expresion (12) se reduce

Pr1 Apy =~ Apy + pr Apr =0



Phi1Ap = =] 1 Ap;

y como demostramos antes p; € gen(ro, Aro, ..., Arg) por lo que

Ap; € gen(Arg, A%rg,..., A ) C gen(rg, Arg, A%rg, ..., AT rg) =
Qen(pOaPh v 7Pi+1)
Usando estd relacion y el Teorema 2 tenemos que i, Ap; = 0. Por la tanto

pf_HApi =0 para toda i =0,1,...,k y la demostracion para la propiedad I1T)
queda concluida.

Por dltimo se demuestra la propiedad IV) por argumentos no inductivos.
Dado que el conjunto de direcciones es conjugado, por el Teorema 2 tememos
que r,{pi =0V +=0,...,k—1. Recordemos que:

pi = —1i + Bipi-1,
multiplicando esta expresion por r,{, tenemos entonces
rEpi = —riri + Birk pic1
y por el Teorema 2,
=rlr=0VYi=0,...k—1.

Por lo tanto queda demostrada dicha propiedad.



