Convergencia del método iterativo de Jacobi
para matrices estrictamente diagonal dominantes

Objetivos. Demostrar que el método iterativo de Jacobi converge en el caso si la matriz
del sistema es estrictamente diagonal dominante por renglones.

Requisitos. Idea de solucion de sistemas de ecuaciones lineales con métodos iterativos, el
método iterativo de Jacobi en la forma matricial, funciones contractivas (contractantes),
el teorema de Banach sobre el punto fijo, las normas matriciales asociadas a las normas
vectoriales || - [[o ¥ || - ||1, matrices estrictamente diagonal dominantes (por renglones o
por columnas).

1. Método de Jacobi en forma matricial. Sea A € M,,(R) una matriz con entradas
diagonales no nulas:

Denotemos por d al vector de las entradas diagonales de la matriz A:

d=[A;;]"

j=1
Escribimos A en la forma
A=D+C,

donde
D = diag(d), C=A-D.

Si b € R™, entonces la igualdad Ax = b se puede escribir en la forma
Dx=0b-Chu,
o en la forma
r=D"'—D'Cux.

La férmula iterativa es
2T — f(l’(s)),

donde la funcién f: R™ — R" estd definida como
f(x):=D"'b— D 'Cu.

Estas féormulas no son las mas comodas para los calculos, pero son ttiles para analizar la
convergencia.

2. Definicién de matriz estrictamente diagonal dominante por renglones (repa-
s0). Sea A € M, (R). Se dice que A es estrictamente diagonal dominante por renglones,
si en cada renglon el valor absoluto de la entrada diagonal es estrictamente mayor que la
suma de los valores absolutos de las demas entradas:

Vie{l,...,n}  JAl> D JAul
ke{l,....n}1\{j}

Convergencia del método iterativo de Jacobi, péagina 1 de 4



3. Definicién de matriz estrictamente diagonal dominante por columnas (repa-
s0). Sea A € M, (R). Se dice que A es estrictamente diagonal dominante por columnas,
si en cada columna el valor absoluto de la entrada diagonal es estrictamente mayor que
la suma de los valores absolutos de las demés entradas:

vke{l...ond  [Aul> > Al
Je{l,...,n\{k}

4. Férmula para calcular las normas matriciales asociadas a las normas vecto-
riales || * |loo ¥ || + ||1. Sea A € M,,(R). Entonces

n n
|Al|oc = max Z |Aixl,  lAllL = max Z |Aj -
=1 =1

1<j<n 1<k<n

5. Funcién contractiva (repaso). Sea (X, d) un espacio métrico. Una funcién f: X —
X se llama contractiva (o contractante) si existe un nimero L € [0,1) tal que

Ve,ye X d(f(x), f(y) < Ld(z,y).

Subrayamos dos detalles de esta definicion: L es estrictamente menor que 1, el contrado-
minio de f coincide con su dominio (por lo tanto, la imagen de f es un subconjunto de
su dominio).

6. Teorema de Banach sobre el punto fijo de una funcién contractiva (repaso).
Sean (X, d) un espacio métrico completo y f: X — X una funcién contractiva. Entonces
existe un dinico punto p € X tal que f(p) = p. Mds aun, si xo un punto de X, entonces la
sucesion (x5)22,, definida mediante la férmula recursiva

$S+1Z:f($9,
converge al punto p.

7. Teorema (convergencia del método de Jacobi para matrices estrictamente
diagonal dominantes por renglones). Supongamos que A € M, (R) es estrictamente
diagonal dominante por renglones. Definimos D = diag(Aiq,...,4,,), C = A — D.
Entonces la funciéon f: R™ — R" definida como

f(z)=D"'%—D"'Cxz,

es contractiva con respecto a la norma || - ||, y por eso el método de Jacobi converge para
cualquier vector inicial

Demostracion. Para cada j € {1,...,n}
1 1
2£:| Cj]k|_>‘ ’ 2{: LAﬂk’< L
P kef1, .\
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y la norma || - || de la matriz D7'C' es estrictamente menor que 1:

L=|D"'Clle = max > |(D7'C);u| < 1.
k=1

1<j<n
Ahora

1£(x) = fW)llo = [D7'C(y = 2)[lo < 1D Clloc Iy = zlloo < L |2 — ylloo-

Por el teorema de Banach del punto fijo, para cualquier punto inicial (® € R™ la sucesién
(2(#))>, definida mediante la férmula recursiva

251 — f(x(s)),

converge al punto fijo de f, esto es, a la solucién del sistema Ax = b. m

Ahora consideremos el caso cuando A es estrictamente diagonal dominante por columnas.
En este caso la demostracién de la convergencia es mas complicada. Necesitamos varios
lemas.

8. Lema (sobre la norma definida por medio de una matriz). Sea D € M, (R)
una matriz invertible. Definimos v: R™ — R como

v(z) = || Dz|.
Entonces v es una norma en R™.

Demostracion. La propiedad subaditiva y la propiedad homogenea absoluta se siguien de
las propiedades correspondientes de la norma || - [|; aplicando las propiedades distributiva
y homogenea de la multiplicaciéon de matrices:

v(z+y) = [|D(x +y)lly = Dz + Dylly < [|Dzlly + [Dylly = v(z) +v(y),
v(Ar) = [[D(Az)|ly = [[ADz[|y = |A| | Dz|[y = [A[v(x).
Si x € R™\ {0,}, entonces de la hipétesis que D es invertible se sigue que Dz # 0,,, y por

lo tanto
v(z) = ||Dz|ly > 0. O

9. Lema (férmula para calcular la norma matricial asociada a la norma vec-
torial definida por medio de una matriz). Sea D € M, (R) una matriz invertible.
Definimos v: R" — R como

v(x) = ||Dz|;.

Entonces la norma matricial correspondiente se calcular por la regla

Vmatr(A> = ||DAD_1 ||matr,1-
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Demostracion. Empezamos con la definicién de la norma matricial:

Vmatr(A) = sup V(AI): su —HDAIHI.
z€R\{0,} v(x) zeR\{0,} | D ||y

Hagamos el cambio de variable y = Dz. Como la matriz D es invertible, el operador lineal
asociado a la matriz D es un isomorfismo lineal. Por lo tanto, cuando el vector x recorre
el conjunto R™\ {0,}, el vector y recorre el mismo conjunto.

DAD!
e A) = sup 122D 0l

= |DAD ™| mate.1- O
yER\{0,} Yl

10. Teorema (convergencia del método de Jacobi para matrices estrictamente
diagonal dominantes por columnas). Sea A € M,,(R) estrictamente diagonal domi-

nante por columnas. Definimos D = diag(A;1,...,A4,,), C = A—D. Entonces la funcién
f: R" — R" definida como
f(z)=D"'%—D'Cxz,

es contractiva con respecto a la norma v(x) = ||Dzx||;, y por eso el método de Jacobi
converge para cualquier vector inicial (),

Demostracion. Como A es estrictamente diagonal dominante por columnas, para cada
ke {l,...,n} obtenemos

- B 1

> [(CD ™)l = 57— > |Ajk] <1,
— | Akl

= Jje{1,...,n}\{k}

y la norma || - ||matr1 de la matriz CD™! es estrictamente menor que 1:
n
= |CD™ Y| matr1 = 1215%@2 (CD™Y)4] < 1.
j:

Ahora, por el Lema 9,
Vmarr(D7'C) = [CD ™ Hlmarrs = L < 1.
Por lo tanto
v(f(@) = f(y)) =v(D7'Cy — 7)) < Ve (D C)w(y — 7) < Lv(z —y),

asi que la funcién f es contractiva con respecto a la norma v. O
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