Programacion: Sistemas unitriangulares inferiores

Objetivos. Programar el método de la sustitucion hacia adelante para resolver sistemas
de ecuaciones lineales con matrices unitriangulares inferiores. Analizar la complejidad
computacional del problema.

Requisitos. Matrices triangulares, notacion breve para las sumas, experiencia de progra-
macién: funciones, ciclos, vectores, matrices.

1. Definiciéon (matrices unitriangulares inferiores). Una matriz cuadrada L se llama
unitriangular inferior si es triangular inferior y todas sus entradas diagonales son 1. Un
sistema de ecuaciones lineales de la forma Lx = b se llama unitriangular inferior si la
matriz L es unitriangular inferior.

2. Ejemplo. Resolver el siguiente sistema unitriangular inferior de ecuaciones lineales:

Xq = =2
3 + x2 = -5
—2x1 + 4dx2 + x3 = 5
—3x1 + x2 + X4 = 3.

Solucion. La primera ecuacion nos da el valor de x;. De la segunda ecuacién despejamos
X, y sustituimos el valor de x;, etc.:
X1 = N
~—~—

?

X2=-—5—-3x=-5—(—6) = ;

——
?
X3 =5—(—2x1+4x;) =5— = :
3 (=2x1 +4x) ( ) ?
X4 = —( +0x3 ) = — = _
~—— | [ N —~—
? ? ? ? ?
Comprobacién:
1 0 0 0 -2 —24+0+0+0 -2
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Notacién breve para sumas (repaso)

3. Ejemplos.

Z bk = by + by + by = b4 + b5 + b6.

con k=4 con k=5 con k=6

5 6
E a, = a; + az + as + as, E C = ,
j=3

r=2 b
3 4
Z crdy = cad; + c3ds, Z by, =
s =1 Y

4. Sumas que dependen de parametros.
La primera suma depende de un parametro k (esto significa que k no se elimina ain
cuando escribimos los sumandos en la forma explicita); la segunda depende de 1i:

4 3
Z Arj = Axg + A2 + Az + Axg; Z Aijx; =
=1 =2

5. Ejemplos: escribir con ) .

2

A5,1y1 +A5,21‘Jz :ZA5»J'UT b2+b3+b4+b5+b6 = Z .
j=1 j= ?

C303 + C4Q4 + C505 = Z . Clzbg + (13b4 + (14b5 = Z .
— —

? ?

6. Convenio: la suma del conjunto vacio de sumandos es cero.

2
Ejemplo: Z q; = Z qQ; = Z qQ; = 0.
j=3

JEZ: jen
352
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Férmulas de la sustitucién hacia adelante
en el caso de un sistema unitriangular inferior
(se recomienda deducir las férmulas antes de la clase practica)

7. Formulas para n = 4. Consideremos un sistema de ecuaciones de la forma Lx = b,
donde L es una matriz real unitriangular inferior de orden 4.

X1 = by )
Lyxr + X2 = by
Lyixi + Laoxo + X3 = bs;

L4)1X1 + L4)2X2 + L4‘3X3 + x4 = Dby

La primera ecuacion nos da el valor de la incognita x;. De la segunda ecuacion despejamos
X, (expresamos x; a través de x1). De la tercera ecuacién despejamos la incégnita x; (la
expresamos a través de x; y x;). De la cuarta ecuacién despejamos x4.

X1 =
Xy =

X3 =

X4 =

8. Formulas de la sustitucién hacia adelante en el caso de un sistema uni-
triangular inferior. Generalice las formulas del ejercicio anterior. Sea A una matriz
unitriangular inferior n X n y sea b € R™. Escriba una férmula para calcular x;:

Xi = . (1)

9. Suma sobre el conjunto vacio. Por definicién, cualquier suma sobre un conjunto
vacio es cero. Por ejemplo,

7
:

Z ai:Zai:O.

i=4 1€Z: 4<i<3 ief

Escriba la férmula (1) para i =1 y determine si esta es correcta.
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Programacién de la sustitucion hacia adelante
en el caso de sistemas unitriangulares inferiores

10. Problema SolveUniLT. Escriba una funciéon SolvelLT que resuelva el sistema de
ecuaciones lineales Lx = b.

Entrada: una matriz L y un vector b. Se supone que L es cuadrada y unitriangular
inferior, y que la longitud de b coincide con el orden de L.

Salida: un vector x tal que Lx = b.

Aqui puede escribir el pseudocédigo de la funcién o el cédigo en algin lenguaje de pro-
gramacion:

11. Comprobacién 1. Compruebe la funciéon SolveUniLT usando los siguientes datos:

1 00 2
L= 5 1.0, b=13
—4 =2 1 1
L =
b= ...
x = SolveUnilT con argumentos L y b
multiplicar L por x (x este producto debe coincidir con b *)

12. Comprobacién 2. Haga otra comprobacion con su propio ejemplo, para n = 4.
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Analisis de la complejidad computacional

13. Férmula para la suma de una progresién aritmética (repaso). Recuerde la
formula para la siguiente suma:

14. Primera solucién (formal). Calcule el nimero de las operaciones de multiplicacién
que se necesitan para calcular la expresion

j—1
E L]'Yka.
k=1

Calcule el numero de las operaciones de multiplicacién que se necesitan realizar el algo-
ritmo programado en las paginas anteriores.

15. Numero de las entradas de cada tipo en una matriz cuadrada.
Consideremos una matriz cuadrada:

~) @B @D @D
m () 6 6
@ () 6
@ @

Calcule el niimero de las entradas (para una matriz cuadrada n x n):

= el niamero total de las entradas;
= en la diagonal principal;
= fuera de la diagonal principal;

= por debajo de la diagonal principal.
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16. Segunda solucién (conceptual). Analice la correspondencia entre las entradas de la
matriz L (ubicadas por abajo de la diagonal principal) y las operaciones de multiplicacién
que se usan en algoritmo que hemos programado.

17. La complejidad del algoritmo es la 6ptima. Explique por qué el problema no se
nn-—1)
PR

puede resolver aplicando menos operaciones que
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