Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Problemas para examen

Antes de resolver un problema en el caso general, se recomienda considerar casos particu-
lares (por ejemplo, n =4 y n = 50). En el caso de algoritmos, se recomienda hacer una
comprobacion escribiendo todas las operaciones del algoritmo para el caso de matrices de
tamano 3.

Operaciones con matrices

1. Definicién del producto de una matriz por un vector. Escriba la definicién del
producto de una matriz A por un vector b. Hay que especificar los tamafos y la formula
para la i-ésima componente del producto, esto es, (Ab);.

2. Algoritmo de multiplicacion de una matriz por un vector. Escriba el algoritmo
que calcule el producto de una matriz A de tamano m x m por un vector b de longitud
n. Calcule el nimero de las operaciones de multiplicacién y el niimero de las operaciones
de adicién.

3. Definicion del producto de dos matrices. Escriba la definicién del producto de
dos matrices. Hay que especificar los tamanos y la formula para la (i,j)-ésima entrada del
producto, esto es, (AB)y;.

4. Algoritmo de multiplicacion de dos matrices. Escriba el algoritmo que calcule
el producto de dos matrices A y B. Calcule el niimero de multiplicaciones y el ntiimero de
adiciones en este algoritmo.

5. Definicién de la matriz transpuesta. Escriba la definicién de la matriz AT, donde
A es una matriz general. Hay que especificar los tamanos y la férmula para la entrada
(i,j) de la matriz A T:

(A7), =2

L,j

6. Algoritmo de construccién de la matriz transpuesta. Escriba el algoritmo que
construya la matriz AT para cualquier matriz dada A.
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Matrices triangulares y sus productos

7. Definiciones de matrices triangulares superiores, inferiores y unitriangulares
inferiores. Escriba las definiciones indicadas de manera formal, con cuantificadores.

w(R):={ A e M (R): Vijell,...,n ( ) = (Ai,j:o)

?

8. Algoritmo de multiplicacion de una matriz triangular superior por un vec-
tor. Escriba el algoritmo que calcule el producto de una matriz triangular superior de
tamano n x n por un vector de longitud n. Hay que utilizar bien la hipétesis que la matriz
es triangular superior. Calcule el nimero de las operaciones de multiplicacion y el nimero
de las operaciones de adicién.

9. Algoritmo de multiplicacion de una matriz triangular inferior por un vector.
Escriba el algoritmo que calcule el producto de una matriz triangular inferior de tamano
n X n por un vector de longitud n. Hay que utilizar bien la hipdtesis que la matriz es
triangular inferior. Calcule el niimero de las operaciones de multiplicacién y el ntimero de
las operaciones de adicién.

10. El producto de dos matrices triangulares superiores también es triangular
superior. Sean A y B matrices triangulares superiores de orden n. Demuestre que su
producto AB también es una matriz triangular superior.

11. Férmula para las entradas del producto de dos matrices triangulares supe-
riores. Sean A y B matrices triangulares superiores de orden n. Escriba la formula para
(AB)i;, donde i < j. Indicacién: use la definicién del producto de dos matrices y omita
los sumandos sobre los cuales se sabe que son cero.

12. Algoritmo para multiplicar matrices triangulares superiores. Escriba un al-
goritmo que calcule el producto de dos matrices triangulares superiores A y B del mismo
orden m. Utilice los resultados de los Problemas 10 y 11, esto es, trabaje solamente con las
entradas que estan en la diagonal principal y por arriba de la diagonal principal. Calcule
el nimero de las operaciones de multiplicacion y el niimero de las operaciones de adicion.
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13. Férmula para las entradas diagonales del producto de dos matrices trian-
gulares superiores. Sean A y B matrices triangulares superiores de orden n. Demuestre
que las entradas diagonales de su producto AB son productos de las entradas correspon-
dientes de A y B:

(AB)ii = AqiBii.

14. El producto de dos matrices triangulares inferiores también es triangular
inferior. Sean A y B matrices triangulares inferiores de orden n. Demuestre que su
producto AB también es una matriz triangular inferior.

15. Formula para las entradas del producto de dos matrices triangulares infe-
riores. Sean A y B matrices triangulares inferiores de orden n. Escriba la férmula para
(AB)yj, donde i > j. Indicacién: use la definicién del producto de dos matrices y omita
los sumandos sobre los cuales se sabe que son cero.

16. Algoritmo para multiplicar matrices triangulares inferiores. Escriba un al-
goritmo que calcule el producto de dos matrices triangulares inferiores A y B del mismo
orden n. Utilice los resultados de los Problemas 14 y 15, esto es, trabaje solamente con las
entradas que estan en la diagonal principal y por debajo de la diagonal principal. Calcule
el nimero de las operaciones de multiplicacion y el niimero de las operaciones de adicion.

17. Entradas diagonales del producto de dos matrices triangulares inferiores.
Sean A y B matrices triangulares inferiores de orden m. Demuestre que las entradas
diagonales de su producto AB son productos de las entradas correspondientes de A y B:

(AB)ii = AqiBi.

18. El producto de dos matrices unitriangulares inferiores tambiés es uni-
triangular inferior. Sean A y B matrices unitriangulares inferiores de orden n, esto es,
triangulares inferiores con las entradas diagonales iguales a 1.
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Solucion de sistemas de ecuaciones lineales
con matrices triangulares

19. Escriba el algoritmo de la sustitucién hacia adelante que se usa para resolver un
sistema de ecuaciones lineales Lx = b, donde L es una matriz triangular inferior de orden
n con elementos diagonales no nulos y b es un vector de longitud n. Calcule el ntimero
de las operaciones de multiplicacién y divisién, también el niimero de las operaciones de
adicién y sustraccion.

20. Escriba el algoritmo de la sustitucién hacia atras que se usa para resolver un sistema
de ecuaciones lineales Ux = b, donde U es una matriz triangular superior de orden n con
elementos diagonales no nulos y b es un vector de longitud n. Calcule el niimero de las
operaciones de multiplicacion y divisién, también el niimero de las operaciones de adicion
y sustraccion.

Operaciones elementales y matrices elementales

21. Matrices elementales y sus inversas. Escriba ejemplos de tres tipos de matrices
elementales; para cada una de estas matrices escriba su inversa. Se recomienda usar alguna
notacion para cada tipo de matrices elementales, por ejemplo,

E+(q5P>7\), E*(T%M» E<—>(P>Q)

22. Descomposicién de una matriz y de su inversa en productos de matrices
elementales. Sea A una matriz cuadrada y sean Eq, E,, ..., Ex algunos matrices elemen-

tales tales que
Ev---E2EHA =1,

Escriba la descomposicién de la matriz A~' en un producto de matrices elementales.
Escriba la descomposicion de la matriz A en un producto de matrices elementales.

Invertibilidad y las inversas de matrices triangulares

23. Invertibilidad de matrices triangulares superiores. Sea U una matriz triangular
superior de orden n. Muestre que U es invertible si y sélo si todas las entradas diagonales
de U son no nulas. Sugerencia: use la teoria de determinantes.
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24. Invertibilidad de matrices triangulares inferiores. Sea L una matriz triangular
inferior de orden n. Muestre que L es invertible si y sélo si todas las entradas diagonales
de L son no nulas. Sugerencia: use la teoria de determinantes.

25. Reducciéon de una matriz unitriangular inferior. Escriba las operaciones ele-
mentales que transformen una matriz unitriangular inferior L de orden 4 en la matriz

identidad Iy4:

1 0 0 0 5312353 1000 S 1000
Ly 1 0O O R4=?R | O 1T 0 O Rt=?R [ O 1T 0 O | R#+=?R I
L3 L3 1 0 "o 210 1o o010 e
L4 L4,2 L4’3 1 0?2 ?2 1 00 ?2 1

Generalice este procedimiento al caso de matrices n x n.

26. Reduccién de una matriz triangular superior. Sea U una matriz cuadrada
triangular superior con entradas diagonales no nulas. Muestre que U se puede transformar
en la matriz identidad aplicando ciertas operaciones elementales. Describa de manera
precisa qué operaciones elementales hay que aplicar.

27. La inversa de una matriz unitriangular inferior también es unitriangular
inferior. Sea L una matriz unitriangular inferior. Demuestre que la matriz L~ también
es unitriangular inferior. Sugerencia: usar los razonamientos del Problema 25.

28. La inversa de una matriz triangular inferior también es triangular inferior.
Sea L una matriz cuadrada triangular inferior con entradas diagonales no nulas. Demuestre
que la matriz L' también es triangular inferior.

29. La inversa de una matriz triangular superior tambiés es triangular supe-
rior. Sea U una matriz cuadrada triangular superior con entradas diagonales no nulas.
Demuestre que la matriz U™ también es triangular superior. Sugerencia: usar el problema
anterior y representar U~ como un producto de matrices elementales.

Factorizacion LU

30. Interseccion de la clase de matrices unitriangulares inferiores con la clase
de matrices triangulares superiores. Sea B una matriz cuadrada de orden n que al
mismo tiempo es triangular superior y unitriangular inferior. Determine qué forma debe
tener la matriz B.

31. Unicidad de la factorizacion LU. Sea A una matriz cuadrada invertible que
posee una factorizacién LU. Demuestre que su factorizacion LU es unica. Sugerencia:
suponga que (Ly, U;) v (Ly, Uy) son dos factorizaciones LU de la matriz A, luego aplique
los resultados de problemas anteriores.
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Matrices de permutacion

Se denota por S, el conjunto de las permutaciones del conjunto {1,...,n}.

32. Propiedades principal del simbolo de Kronecker.
Sean aj,..., a, algunos numeros y sea j € {1,...,n}. Demuestre que

n
E akék,]' = Q.
k=1

33. Permutacion de sumandos en una sumatoria.
Sea @ € S, es decir, sea @ una permutacién del conjunto {1, ..., n}. Verifique con ejemplos

la igualdad
n
Z Ay = Cl(p(k).
k=1

n
k=1

34. Definicion de la matriz de permutacién.
Sea @ € S,. Escriba la férmula para la entrada (i,1) de la matriz de permutacion P:

(P(p)i,i = 2.

35. Construccién de la matriz de permutacion.
Escriba el algoritmo que construya la matriz P, para cualquier permutacion dada ¢. Por
ejemplo, dada la lista de nimeros 3, 1,4, 2, el algoritmo debe construir la matriz

0010
1000
0 0 01
0100

36. Producto de una matriz de permutaciéon por un vector.
Sea @ € S, y sea x € R™. Usando los resultados de los Problemas 1, 34 y 32 deduzca una
férmula para la i-ésima componente del vector P,x:

(P@X)i =7
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37. Algoritmo de multiplicacién de una matriz de permutaciéon por un vector.
Escriba el algoritmo que calcule el vector Py,x, sin crear la matriz P,. Por ejemplo, para
la permutacién 3,1,4,2 y el vector

el algoritmo debe regresar el vector

38. Producto de una matriz de permutaciéon por una matriz arbitraria.

Sea @ € S, y sea A € My,(R). Usando los resultados de los Problemas 3, 34 y 32
demuestre que el i-ésimo renglén del producto P,A coincide con el ¢(i)-ésimo renglén de
la matriz A:

(PoA)ij = Ap(i,j-

39. Producto de matrices de permutaciones.
Sean @, € S,,. Usando los resultados de los Problemas 3, 34 y 32 demuestre que

PoPy = Pyo-

40. Producto de una matriz de permutacién por su transpuesta es la identidad.
Sea @ € S,. Usando los resultados de los Problemas 3, 34 y 32 demuestre que

.
PiP, = In.

La igualdad demostrada significa que P, es invertible y P;] = Pg.

41. Producto de una matriz arbitraria por una matriz de permutacién por la
derecha. Sea @ € S,, y sea A € M, (R). Denotemos por P a la permutacién inversa a
@, esto es, P = @~ '. Demuestre que la j-ésima columna de la matriz AP, coincide con la
P(j)-ésima columna de la matriz A:

(APg)ij = Aiyi)-
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Algoritmos directos para resolver sistemas de ecuaciones lineales

42. Algoritmo para resolver un sistema de ecuaciones lineales con una ma-
triz tridiagonal. Escriba un algoritmo para resolver un sistema de ecuaciones lineales
Ax = b, donde A es una matriz tridiagonal de orden n y b es un vector de longitud n.
Calcule el nimero de las operaciones de multiplicacién y division, también el niimero de
las operaciones de adicion y sustraccion.

43. Algoritmo de reduccion de una matriz a una matriz triangular superior.
Escriba el algoritmo de la eliminacién de Gauss que se aplica a una matriz A de tamano
n x n y la reduce a una matriz triangular superior, usando como pivotes los elementos
diagonales. Se supone que en cada paso p la entrada (p,p) es no nula. Calcule el nimero
de las operaciones de multiplicacién y divisién, también el niimero de las operaciones de
adicién y sustraccion.

Dos algoritmos iterativos clasicos
para resolver sistemas de ecuaciones lineales

44. Algoritmo iterativo de Jacobi para resolver sistemas de ecuaciones lineales.
Escriba el algoritmo iterativo de Jacobi que se usa para resolver un sistema de ecuaciones
lineales Ax = b, donde A es una matriz de orden n con elementos diagonales no nulos y b
es un vector de longitud n. Escriba una condiciéon suficiente que garantiza la convergencia
del algoritmo. Calcule el nimero de las operaciones de multiplicaciéon y divisiéon que se
usan en una iteracién (es decir, en un paso) del algoritmo.

45. Algoritmo de Gauss—Seidel. Escriba el algoritmo iterativo de Gauss—Seidel que
se usa para resolver un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde A es una matriz de
orden n con elementos diagonales no nulos y b es un vector de longitud n. Escriba una
condicién suficiente que garantiza la convergencia del algoritmo. Calcule el niimero de las
operaciones de multiplicacion, también de adicién y sustraccién, que se usan en un paso
del algoritmo.
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Normas de vectores, normas de matrices
y el nimero de acondicionamiento

46. Sea a € R™. Demuestre que

lallss < llallz, llallz < llalh, llalz < vallalle, llalh < vrlals.
47. Escriba las formulas para calcular las normas matriciales || - ||7 v || + |- Calcule las
normas || - |1 v || - [l para cada una de las siguientes matrices:
—6 3 4 5 -1 8
A= 27 —11, B=|3 9 4
35 =2 5 =5 2

48. Sean A € M,(R), b € R?. Demuestre que
ALl < C[bfloo,

donde

Calcule condy, (Ay) v klim conde (Ay).
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