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Ejemplo

o (—2,5)

Se busca un polinomio P
de grado < 2 tal que

¢ (1,2)

. (2,—3)



Ejemplo

(—2,5) Se busca un polinomio P
de grado < 2 tal que

(1,2)

En este ejemplo, la respuesta es
el siguiente polinomio de grado 2:

P(x) =5 — 2x — x°.

(27_3)




Reduccidon a un sistema de ecuaciones lineales

Trabajamos con el mismo ejemplo

Se busca un polinomio P
de grado < 2 tal que



Reduccidon a un sistema de ecuaciones lineales

Trabajamos con el mismo ejemplo

Se busca un polinomio P
de grado < 2 tal que

Buscamos P en la forma
P(X) =+ Cx+ C2X2.



Reduccidon a un sistema de ecuaciones lineales

Trabajamos con el mismo ejemplo

Se busca un polinomio P Buscamos P en la forma
de grado < 2 tal que P(x) =co+ ax + x>,
P(-2) = 5 = aw + (-2)a + (-2)%c = 5,
P(1) = 2



Reduccidon a un sistema de ecuaciones lineales

Trabajamos con el mismo ejemplo

Se busca un polinomio P Buscamos P en la forma

de grado < 2 tal que P(x) =co+ ax + x>,
P(-2) = 5 = aw + (-2)a + (-2)%c = 5,
P(1) = 2 = o + lag + 1’0 = 2,



Reduccidon a un sistema de ecuaciones lineales

Trabajamos con el mismo ejemplo

Se busca un polinomio P
de grado < 2 tal que

P(-2) = 5 <
P(1) = 2 =
P(2) = -3 —

Buscamos P en la forma
P(x) =co+ ax + C2X2.

a + (2a + (2% = 5,
o + lag + e = 2
cqQ + 2c1 + 22C2 = =3



Reduccidon a un sistema de ecuaciones lineales

Trabajamos con el mismo ejemplo

Se busca un polinomio P
de grado < 2 tal que

P(-2) = 5 <
P(1) = 2 =
P(2) = -3 —

Buscamos P en la forma
P(x) =co+ ax + C2X2.

aw + (-2)a + (-2)%c = 5,
c + laa + 12C2 = 2,
o + 2c1 + 22c; = 3.

Es un sistema de tres ecuaciones lineales para tres incégnitas ¢y, c1, C.
El mismo sistema en la forma matricial:

[ Gy W G 'Y

N~ N
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Reduccidon a un sistema de ecuaciones lineales

Terminacién del ejemplo

El sistema de ecuaciones se resuelve facilmente:

1 -2 4| 5 1 0 0] 5
1 11} 2|—=|010|-2
1 2 4|3 0 0 1|-1

Respuesta:

C = 55
= _27
C = —1.

Comprobemos que P(—2) =5, P(1)=2, P(2)=-3:

-1 2 5
—2]-1 0o s
1]-1 =3 2



Observacién acerca de la matriz del sistema

La matriz del sistema de ecuaciones tenia una forma muy especial:



Observacién acerca de la matriz del sistema
La matriz del sistema de ecuaciones tenia una forma muy especial:

1 xo ¢
2
1 x1 Xx{

2
1 x X3



Observacién acerca de la matriz del sistema

La matriz del sistema de ecuaciones tenia una forma muy especial:

2

1 xo0 x5

Vixo,x1, %)= | 1 x3 x?
1 xo X3

Es una matriz de Vandermonde asociada a los puntos xp, X1, X2.



Observacién acerca de la matriz del sistema

La matriz del sistema de ecuaciones tenia una forma muy especial:

2

1 xo0 x5

Vixo,x1, %)= | 1 x3 x?
1 xo X3

Es una matriz de Vandermonde asociada a los puntos xp, X1, X2.

En el problema de interpolacién polinomial con cuatro puntos,
la matriz del sistema seria

1 x x¢ 3
1 x1 x2 3
V(x0,x1,x2,x3) = 5 3
1 % x5 x5
1 x3 x2 X3



Matriz de Vandermonde (definicion general)



Matriz de Vandermonde (definicion general)

V (X0, X1, -y Xn)

Il
L—
>
—_
S0
il
o.

Ejercicio de programacion.
En algin lenguaje programacion escribir una funcién
que construya la matriz de Vandermonde asociada a los puntos dados.



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 3)

V(a, b, c) =



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 3)



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 3)

a’ a a a a
V(a,b,c)= | b bt b2 |=|1 b b
O o2 1 ¢ &2

V(=5,-3,0) =



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 3)

% Al 22 1 a a2
V(a,b,c)= | b bt b2 |=|1 b b
O o2 1 ¢ &2

1 -5 25



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 2)

V(p,q) =



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 2)



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 2)



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 2)



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 4)

V(xo, X1, X2, X3) =



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 4)

V(x0, X1, %2,X3) =

S G T G Ty
N
w



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 4)

V(x0, X1, %2,X3) =

S G T G Ty
N
w

V(—4,0,5,—4) =



Ejercicios (matrices de Vandermonde de orden 4)

1 xg Xg Xg
1 x1 x2 x3
V(x0, x1, %2, x3) = ' P
1 0 x5 x5
1 x3 X32 x§’
1 —4 16 —-64
1 0 0
V(747 Oa 55 74) =
1 5 25 125
1 —4 16 —64



Teorema sobre sistemas cuadrados de ecuaciones lineales

Sea A una matriz cuadrada y sea b un vector
(el orden de A coincide con la longitud de b).

Entonces el sistema de ecuaciones lineales
Au=0>b

tiene una dnica solucién si y sélo si det(A) # 0.
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Férmulas para los determinantes de Vandermonde

(sin demostraci6n)

det V(xo,x1) = ‘ L % = X1 — X0,

1X1




Férmulas para los determinantes de Vandermonde

(sin demostracién)

det V(Xo, X1) =

det V/(xp, x1, x2) =

X0
X1

X0
X1
X2

= X1 — X0,

= (x1 — x0)(x2 — x0)(x2 — x1),



Férmulas para los determinantes de Vandermonde

(sin demostracién)

1 X
det V/(xg,x1) = 1 Xi = X1 — X0,
1 xg Xg
det V(xo,x1,%) = | 1 x1 x2 | = (x1 — x0)(x2 — x0) (32 — x1),

1 x x5
1 xo Xg Xg’
1 x1 x¥ X

det V(xo, x1, X2, X3) = 1 % 2 3| (x1 — x0)(x2 — x0)(x2 — x1)

2 X3 _ _ _

1 xs X32 X33 (x3 — x0)(x3 — x1)(x3 — x2).

Observamos que los factores en el lado derecho son de la forma

Xk — Xj, con k> j.



Férmula general para el determinante de Vandermonde

Teorema. Sean xg, ..., X, algunos niimeros. Entonces

n k-1

det V(x0,X1,...,Xn) = H (xk — xj) HHXk—XJ

0<j<k<n k=1 j=0



Férmula general para el determinante de Vandermonde

Teorema. Sean x, .. .

det V(Xo, X1y

Corolario. Si xp, x1, . . -

, Xn algunos nimeros. Entonces

n k-1
, Xp) = H (xk — xj) HHXk—XJ
0<j<k<n k=1 j=0

, Xp Son diferentes a pares, entonces

det V/(xo, x1,...,%n) # 0.



Férmula general para el determinante de Vandermonde

Teorema. Sean xg, ..., X, algunos niimeros. Entonces
n k-1
det V(x0,X1,...,Xn) = H (xk — xj) HHXk—XJ
0<j<k<n k=1 j=0

Corolario. Si xp, x1, . . . , Xp son diferentes a pares, entonces

det V/(xo, x1, - -

.y Xn) # 0.

Ejercicio de programacion. Escribir una funcién que calcule
det V(xo, X1, - .., Xn) por la férmula escrita arriba en el teorema.



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 3)

Escribir la férmula para los determinantes de Vandermonde de orden 3:

det V(xo, x1, X2) = H (X — xj) =
0<j<k<2



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 3)

Escribir la férmula para los determinantes de Vandermonde de orden 3:

det V(xo, x1, X2) = H (xk — xj) = (x1 — x0) (X2 — x0) (X2 — x1).
0<j<k<2



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 3)

Escribir la férmula para los determinantes de Vandermonde de orden 3:

det V(xo, x1, X2) = H (xk — xj) = (x1 — x0) (X2 — x0) (X2 — x1).
0<j<k<2

Aplicar la formula, esto es, escribir los siguientes determinantes
cémo ciertos productos de diferencias y calcularlos:



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 3)

Escribir la férmula para los determinantes de Vandermonde de orden 3:

det V(xo, x1, X2) = H (xk — xj) = (x1 — x0) (X2 — x0) (X2 — x1).
0<j<k<2

Aplicar la formula, esto es, escribir los siguientes determinantes
cémo ciertos productos de diferencias y calcularlos:

o

1
1
1

o aN

w N
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Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 3)

Escribir la férmula para los determinantes de Vandermonde de orden 3:

det V(xo, x1, X2) = H (xk — xj) = (x1 — x0) (X2 — x0) (X2 — x1).
0<j<k<2

Aplicar la formula, esto es, escribir los siguientes determinantes
cémo ciertos productos de diferencias y calcularlos:

o

25 | = det V(2,5,6) = (5—2)(6 —2)(6 —5) =3-4-1=12.

1
1
1 3

[ ) BN E2 N )
[@)]



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 3)

Escribir la férmula para los determinantes de Vandermonde de orden 3:

det V(xo, x1, X2) = H (xk — xj) = (x1 — x0) (X2 — x0) (X2 — x1).
0<j<k<2

Aplicar la formula, esto es, escribir los siguientes determinantes
cémo ciertos productos de diferencias y calcularlos:

12 4

1 5 25 |=detV(2,56)=(5—2)(6—-2)(6—5)=3-4-1=12.
1 6 36

1 -3 9

1 -1 1=

1 5 25




Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 3)

Escribir la férmula para los determinantes de Vandermonde de orden 3:

det V(xo, x1, X2) = H (xk — xj) = (x1 — x0) (X2 — x0) (X2 — x1).
0<j<k<2

Aplicar la formula, esto es, escribir los siguientes determinantes
cémo ciertos productos de diferencias y calcularlos:

12 4
1 5 25 |=detV(2,5,6)=(5—2)(6—-2)(6—5)=3-4-1=12.
1 6 36
1 -3 9
1 —1 1 |=detV(=3,-1,5)=(—1+3)(5+3)(5+1) =2-8-6 = 96.
1 5 25




Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 2)

det V(Xo, Xl) =



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 2)

det V/(xp,x1) = H (xk — xj) = x1 — xo.
0<j<k<1



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 2)

det V/(xp,x1) = H (xk — xj) = x1 — xo.
0<j<k<1



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 2)

det V/(xp,x1) = H (xk — xj) = x1 — Xo.
0<j<k<1

| i _g |: det V(-5,3) =3+5=38.



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 2)

det V/(xp,x1) = H (xk — xj) = x1 — Xo.
0<j<k<1

| i _g |: det V(-5,3) =3+5=38.

1 -6
1 —2|°



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 2)

det V(xo,x1) = H (xk — xj) = x1 — Xo.

[y

3

[y

-2 |: det V(-5,3)=3+5=38.

1 -6
1

5 ' = det V(—6,-2) = -2+6 =4



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 4)

det V(xo, x1, X2, X3) = H (xk — xj) =
0<j<k<3



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 4)

det V/(xo, x1, X2, X3) = H (xk — xj) = (x1 — x0)(x2 — x0)(x2 — x1)
0<j<k<3 (x3 — x0)(x3 — x1)(x3 — x2).



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 4)

det V/(xo, x1, X2, X3) = H (xk — xj) = (x1 — x0)(x2 — x0)(x2 — x1)
0<j<k<3 (X3 - Xo)(X3 - X1)(X3 — Xz).
1 -2 4 -8
1 00 0]
1 11 1|
1 39 27



Ejercicios (determinantes de Vandermonde de orden 4)

det V/(xo, x1, X2, X3) = H (xk — xj) = (x1 — x0)(x2 — x0)(x2 — x1)
0<j<k<3 (X3 - Xo)(X3 - X1)(X3 — Xz).
1 -2 4 -8
1 00 0
1 11 117 det V(—2,0,1,3) = (2)(3)(1)(5)(3)(2) = 180.
1 39 27



Contenido

Reduccién del problema Determinantes
a un sistema lineal de Vandermonde




Teorema: existencia y unicidad del polinomio interpolante.

Sean xp, x1, ..., X, algunos nimeros diferentes a pares
y sean yp, V1, - - -, ¥n nmeros cualesquiera.

Entonces existe un Unico polinomio P de grado < n tal que

vje{0,1,...,n} P(xj) = yj.



Demostracién para n = 2 (para el caso de tres puntos)

Inicio de la demostracién

Estamos buscando los coeficientes del polinomio P;
los denotemos por ¢y, c1, Co:

P(x) =co+ ax+ x>



Demostracién para n = 2 (para el caso de tres puntos)

Inicio de la demostracién

Estamos buscando los coeficientes del polinomio P;
los denotemos por ¢y, c1, Co:

P(x) =co+ ax+ x>

Para cada j € {0, 1,2} sustituimos x; en P e igualamos el resultado a y;:



Demostracién para n = 2 (para el caso de tres puntos)

Inicio de la demostracién

Estamos buscando los coeficientes del polinomio P;
los denotemos por ¢y, c1, Co:

P(x) = co + c1x + cx?.
Para cada j € {0, 1,2} sustituimos x; en P e igualamos el resultado a y;:
P(x0) = yo: o+ xo0c1 +x¢ 2 = yo;
P(x1) = y1: o +x1c1 + X5 = y1;

P(XQ):yQS C0+X2C1+X22C2 = .



Demostracién para n = 2 (para el caso de tres puntos)

Inicio de la demostracién

Estamos buscando los coeficientes del polinomio P;
los denotemos por ¢y, c1, Co:

P(x) =co+ ax+ x>

Para cada j € {0, 1,2} sustituimos x; en P e igualamos el resultado a y;:

P(x0) = yo: o + xoC1 + X3¢ = yo;
P(x1) = y1: co +xic +xie = yi;
P(Xz):yzi C0+X2C1+X22C2:y2.

Es un sistema de tres ecuaciones lineales para tres incégnitas ¢y, c1, C.
Este sistema es equivalente al problema de interpolacién polinomial.



Demostracién para n = 2 (para el caso de tres puntos)

Final de la demostracion

El mismo sistema en la forma matricial:

2

1 xo x5 (&)] Yo
1 x1 x? al|l=1|n

2
1 x X3 o) 2



Demostracién para n = 2 (para el caso de tres puntos)

Final de la demostracion

El mismo sistema en la forma matricial:

2

1 x x5 o) Yo
2

1 x1 X{ al|l=1|n
2

1 x X3 &) y2

La matriz del sistema es la matriz de Vandermonde V/(xp, X1, x2).
Su determinante se calcula por medio de la siguiente férmula:

det V(xo, x1,x2) = H (xk — xj) = (x1 — x0) (X2 — x0) (X2 — x1).
0< j<k <2



Demostracién para n = 2 (para el caso de tres puntos)

Final de la demostracion

El mismo sistema en la forma matricial:

2

1 x x5 o) Yo
2

1 x1 X{ al|l=1|n
2

1 x X3 &) y2

La matriz del sistema es la matriz de Vandermonde V/(xp, X1, x2).
Su determinante se calcula por medio de la siguiente férmula:

det V(xo, x1,x2) = H (xk — xj) = (x1 — x0) (X2 — x0) (X2 — x1).
0< j<k <2

La hipétesis que los puntos xp, x1, xo son diferentes a pares
implica que sus diferencias xx — x; (con j < k) son no nulas.



Demostracién para n = 2 (para el caso de tres puntos)

Final de la demostracion

El mismo sistema en la forma matricial:

2

1 x x5 o) Yo
2

1 x1 X{ al|l=1|n
2

1 x X3 &) y2

La matriz del sistema es la matriz de Vandermonde V/(xp, X1, x2).
Su determinante se calcula por medio de la siguiente férmula:

det V(xo, x1,x2) = H (xk — xj) = (x1 — x0) (X2 — x0) (X2 — x1).
0< j<k <2

La hipétesis que los puntos xp, x1, xo son diferentes a pares
implica que sus diferencias xx — x; (con j < k) son no nulas.

Por eso det V(xg, x1,x2) # 0, y el sistema tiene una tnica solucién.

O



Ejercicio

Escribir la demostracién para n = 3 (para 4 puntos).



Demostracién para el caso general (n+ 1 puntos)

Inicio de la demostracién

Denotemos por ¢y, ..., c, a los coeficientes del polinomio P:

n
P(x) = Z crxk.
k=0



Demostracién para el caso general (n+ 1 puntos)

Inicio de la demostracién
Denotemos por ¢y, ..., c, a los coeficientes del polinomio P:
n
P(x) = Z crxk.
k=0
Entonces las condiciones P(x;) = y; se escriben de la siguiente manera:

n
ijkck:yj (j=0,1,....n).
k=0



Demostracién para el caso general (n+ 1 puntos)

Inicio de la demostracion
Denotemos por ¢y, ..., c, a los coeficientes del polinomio P:
n
P(x) = Z crxk.
k=0
Entonces las condiciones P(x;) = y; se escriben de la siguiente manera:
n
k .
ijck:yj (j=0,1,....n).
k=0

Obtuvimos un sistema de n -+ 1 ecuaciones lineales
para las n + 1 incégnitas ¢p, c1, .. ., Cn.



Demostracién para el caso general (n+ 1 puntos)

Inicio de la demostracion
Denotemos por ¢y, ..., c, a los coeficientes del polinomio P:
n
P(x) = Z crxk.
k=0
Entonces las condiciones P(x;) = y; se escriben de la siguiente manera:
n
k .
ijck:yj (j=0,1,....n).
k=0

Obtuvimos un sistema de n -+ 1 ecuaciones lineales
para las n + 1 incégnitas ¢p, c1, .. ., Cn.

Este sistema es equivalente al problema original.



Demostracién para el caso general (n+ 1 puntos)

Final de la demostracién

Escribimos el mismo sistema en la forma matricial:

[Xjk Ln’k:o [ Ck }::o - [Yj Lr',:o'



Demostracién para el caso general (n+ 1 puntos)

Final de la demostracién

Escribimos el mismo sistema en la forma matricial:

[Xjk Ln’k:o [ Ck }::o - [Yj Lr',:o'

V(x0,X1,.-.,Xn) C =Y.

Mas brevemente,



Demostracién para el caso general (n+ 1 puntos)

Final de la demostracién

Escribimos el mismo sistema en la forma matricial:

[Xjk Lik:o [ Ck }::o - [}/j L,',:o'

V(x0,X1,---yXn) C =Y.

Mas brevemente,

La matriz del sistema es una matriz de Vandermonde. Su determinante es

det V(xo, X1, ...,Xn) = H (X — Xj)-
0<j<k<n



Demostracién para el caso general (n+ 1 puntos)

Final de la demostracién

Escribimos el mismo sistema en la forma matricial:

[Xjk Lik:o [ Ck }::o - [}/j L,',:o'

V(x0,X1,---yXn) C =Y.

Mas brevemente,

La matriz del sistema es una matriz de Vandermonde. Su determinante es

det V(xo, X1, ...,Xn) = H (X — Xj)-
0<j<k<n

La hipétesis que los puntos xp, x1, . .., X, son diferentes a pares
implica que sus diferencias xx — x; (con j < k) son no nulas.



Demostracién para el caso general (n+ 1 puntos)

Final de la demostracién

Escribimos el mismo sistema en la forma matricial:

[Xjk Lr-ik:o [ Ck }::o - [}/j L,',:o'

V(x0,X1,---yXn) C =Y.

Mas brevemente,

La matriz del sistema es una matriz de Vandermonde. Su determinante es

det V(xo, X1, ...,Xn) = H (X — Xj)-
0<j<k<n

La hipétesis que los puntos xp, x1, . .., X, son diferentes a pares
implica que sus diferencias xx — x; (con j < k) son no nulas.

Por eso det V(xo, x1,...,%n) # 0, y el sistema tiene una tnica solucién. []



Resumen y temas para futuro

Con ayuda de determinantes de Vandermonde hemos demostrado
que el problema de interpolacién polinomial tiene una tnica solucién.

En un futuro vamos a estudiar:

La férmula de Lagrange.
Estimacién del error en la interpolacién polinomial.

Algoritmos de Neville y de Newton.

e 6 o6 o

Aplicaciones.



