Matrices de permutacion

1. Definicién (permutacién). Una permutacion del conjunto {1,...,n} es una funcién
biyectiva de este conjunto sobre si mismo. El conjunto de todas las permutaciones del
conjunto {1,...,n} se denota por S,,. En otras palabras, la notacién ¢ € S, significa que
@ es una permutacién del conjunto {1,...,n}.

2. Ejemplo. La funcion @: {1,2,3,4,5} — {1, 2,3,4,5} definida mediante la regla
(P(U :3) (0(2) :1) (p(s) =3, @(4) :43 (P(S) :2) (1)

es una permutacién del conjunto {1, 2, 3,4, 5}, esto es, @ € Ss. La regla de correspondencia
(1) se escribe de manera mds breve:

12345
e=11 11 L1 =<
1542

2
3 1

12345
31 54 2):(3,1,5,4,2).

Permutacion inversa

3. Permutacion inversa. La inversa de una permutacion ¢ es simplemente la funcion
inversa ¢~ '. Esto significa que si ¢(p) = g, entonces ¢@~'(q) = p. En el ejemplo anterior,

(pi] (3) = 1) @71(1) = 2) (pi] (5) = 3) (071 (4) :4) (p71 (2) = 5)

esto es,

4. Mas ejemplos de permutaciones inversas.

(12345 4 (12345
=\35412 ¢ =\45132)
(123 L (123
"’—(231) A —<312)>
(12345 4 (12345
X=\24153 X =\31524)"
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Matrices de permutaciones

5. Ejemplo: una matriz de permutacion. A la permutacién ¢ del Ejemplo [2 se le
asocia la matriz

00100
10000
P(p = P3)1’574,2 = 00001
00010
01000

Notemos que entre las entradas (Pg)1; del primer renglén de P, la tnica entrada igual a
uno es (Pgy)i13, con j =3 = @(1), y las demas entradas de este renglén son nulas. Usando
la delta de Kronecker podemos escribir

(Po)1j = Sgn),-

Las entradas de otros renglones también se expresan a través de la delta de Kronecker.

6. Definicién (matriz de permutacién). Sea @ € S,. Entonces la matriz P, se define
mediante la regla
n
Pp = [6‘0(1)»j:|i,j:]'

7. Producto de una matriz de permutacion por un vector. Si ¢ es la permutacion
del Ejemplo 2] y v € R>, entonces

00100 A% V3 Vo(1)
100 00 %) Vi Vo(2)
P(p\) = 00001 V3 = V5 = Vo (3)
00010 V4 V4 Vo(4)
01T 000 V5 A% Vo(5)

8. Formula del producto de una matriz de permutacién por un vector. Si ¢ € S,

y v € R", entonces
n

P(p\) = [\)(p(iﬂi:1 .

9. Ejemplos.
—1 1
—7 4 0 —1
P31 3|\ =1-71, P4153,2 6| = 3
4 3 1 6
3 0
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10. Ejemplos. Encontar una permutacion ¢ € S4 tal que

-2 3
7 1
Pol 17| 22
3 7
Respuesta:
(1234
=\a4312)

Producto de una matriz de permutacién por una matriz

11. Ejemplo. Si A € M3,,(R), entonces

010 Am ALz A2,1 AZ,Z
PysiA=]0 0 1 A Ay | = | Asg Az
1T 00 A3‘1 Ag,z A],] A1,2

Denotando P,31A por B y el renglén j de la matriz A por A, ., podemos escribir que

A],* AZ,*
B="Pys1 | Azs | = | Az
A3,* A],*

De aqui B]’* = A(p(”)*, BZ,* = A(P(z)’*, Bg)* = A(p(g)’*. En general,

Bj. = Agp(j),«-

12. Formula para el producto de una matriz de permutacién por una matriz.
Si@€eSnyAE Mu(R), entonces

PoA = [A@(i)»i}g’;'
13. Ejemplo.
-7 3 6 4 3 —6
0 4 2 -7 3 6
P5’1)3’2’4 5 -3 4 = 5 -3 4
2 1 0O 0 4 2
4 3 —6 2 1 0

Matrices de permutacion, pagina 3 de 4



14. Ejemplo. Encontrar una permutacion ¢ tal que

1 -2 4 3 -7 3
P2 5 -1 |=|1-2 4
3 -7 3 2 5 -1

Notamos que

Respuesta: ¢ = ( ;

Producto de una matriz general por una matriz de permutacién

15. Si A € Mn(R) y @ € S, entonces la matriz AP, se obtiene de la matriz A al
hacer cierto intercambio de las columnas de la matriz A. Mas precisamente, la primera
columna de la matriz AP, es la columna @~ '(1) de la matriz A, etc.

16. Ejemplo. Sea A € M;3,5(R), ¢ = (J‘ é ? 421 g) Entonces
00 01O
[ A1y A A Ajg Ais |0 00 01
AP(P: AZ,] Az’z Azyg A2)4 A2,5 1 00 00
Aszp Aszx Asz Asg A5 | [0 1000
00100

Si denotamos el producto AP, por B, entonces podemos expresar las columnas de B a
través de las columnas de A de la siguiente manera:

B*,] - A*,.’n B*,Z — A*,4) B*,S = A*’S, B*’4 = A*,], B*»5 = A*’z.
En general, B,; = A, 15, esto es,

B.o) = Aske

17. Ejemplo. Encontrar una permutacion ¢ tal que

1 -3 2 56 216 =3 5
6 7 3 3 7 |Po=|-367 7 3
1 -3 2 0 2 212 =3 0

Se ve que A, = B,,, A,y = B.y4, etc., asi que
(123 45
*=\24153)
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