Polinomio interpolante en forma de Lagrange

Objetivos. Deducir la férmula de Lagrange para el polinomio interpolante. Practicar esta
formula con ejemplos simples.

Requisitos. Teorema de existencia y unicidad del polinomio interpolante, teorema del
resto, factorizacién de los polinomios en factores de grado uno, algoritmo de multiplicaciéon
de un polinomio por un binomio.

1. Concepto del polinomio interpolante (repaso). Dados algunos nimeros distintos
X0y X1y - -+, Xn ¥ algunos nimeros arbitrarios yo, yi, . - ., Yn, €l problema de la interpolaciéon
polinomios consiste en encontrar un polinomio P de grado < n tal que P(xyx) = yx para
cada k en {0,...,n}.

Ya hemos mostrado que este problema siempre tiene una tnica solucion, es decir, el
polinomio interpolante existe y es iinico. Ahora vamos a deducir una férmula explicita
y simple para este polinomio, que lleva el nombre de Lagrange.

Repaso de herramientas necesarias para deducir
la forma de Lagrange del polinomio interpolante

2. Divisién de un polinomio entre un binomio (repaso). Sea P un polinomio y sea
Xo un numero. Entonces se puede construir un tnico polinomio Q y un unico nimero
tales que

P(x) = (x —x0)Q(x) + . (1)

En el inicio del curso deducimos un algoritmo para calcular los coeficientes de Q y el
residio T.

3. Teorema del resto (repaso). En la férmula (1)) el nimero r coincide con el valor del

polinomio P en el punto xo:
P(Xo) =T.

La demostracion es trivial: sustituir x por Xy en ambos lados de y notar que (xo —

X0)Q(x0) =0.

4. Corolario del teorema del resto (repaso). El polinomio P se divide sin residuo
entre el binomio x — X si y sélo si P(xq) = 0.
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5. Factorizacion de un polinomio que tiene dos raices diferentes. Supongamos
que P es un polinomio y que Xxg,X; son dos nimeros diferentes tales que P(xo) = 0 y
P(x7) = 0. Primero notamos que P se divide sin residuo entre el binomio x — X, es decir,
existe un polinomio Q; tal que

P(x) = (x —x0)Q1(x).

Evaluamos ambos lados de esta igualdad en el punto x;: P(x;) = (x1 —%0)Q1(x1). Como
P(x1) = 0y x; —x0 # 0, obtenemos que Qq(x;) = 0. Entonces Q; se divide sin residuo
entre el binomio x — X4, es decir, existe un polinomio Q, tal que

Qi(x) = (x —x1)Qa(x).

Por lo tanto,

P(x) = (x = x0) (x = x1) Q2(x).

6. Proposicion sobre la factorizaciéon de un polinomio de grado < n que tiene
n + 1 raices diferentes. Supongamos que P es un polinomio de grado < n que tiene
n + 1 raices diferentes Xy, ..., X,. Entonces deg(P) = n y existe una constante ¢ tal que

P(x) =c(x —x0)(x —%x1) - ...  (x —xn).

La idea de demostracion esta explicada arriba para el caso particular n = 1.

Polinomios basicos de Lagrange

7. Ejemplo. Sean X, X7, X2 algunos tres niimeros diferentes a pares. Vamos a construir
un polinomio Ly de grado 2 tal que

Lo(xo) =T, Lo(x1) = 0, Lo(xz2) = 0.

Aplicamos la proposicién anterior. Para anularse en los puntos x; y x, el polinomio L,
debe ser de la forma
Lo(x) = c(x —x1) (x — x2).

Ahora usamos elegimos ¢ de tal manera que se cumpla la igualdad Ly(xq) = 1:

1

(xo —x1)(x0 — x2)

1 :C(Xo—X1)(Xo—X2) — C =

Respuesta:
(x —x1)(x —x2)

Lolx) = (xo —%1)(x0 — X2
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8. Polinomios basicos de Lagrange L; en el caso general. Sea

X —X
L(x) = = _Xk.
o<k<n I Tk
[
En forma mas extensa,
o x=xo) e (=X ) (X = Xy ) e (X = X))
LJ(X) = .
(x5 = %0) * v v (% = X-1) (X = Xj51) oo+ (X5 — Xn)

Entonces Lj(x;) =1y Lj(xx) = 0 si k # j. En otras palabras,

I_j(Xk) = 6]'7]( (O S ],k S Tl)

Polinomio interpolante en la forma de Lagrange

9. Deduccién de la féormula de Lagrange para n = 2. Para comprender mejor la idea
y no perdernos en notaciones, empezamos con el caso particular n = 2. Sean X, X1, %2
numeros diferentes por pares, y sean yop, Y,y algunos nimeros. Vamos a construir en
forma explicita un polinomio P de grado < 2 tal que P(xy) = yx. Buscamos este polinomio
en forma de “combinacion lineal” de los nimeros yo, Y1, yz:

P(x) = yoLo(x) + Y1 L1 (x) + y2L2(x), (2)

donde Ly, Ly, L, son polinomios de grado < 2, cuyos coeficientes no dependen de yo, Y1, Yz,
i.e. dependen solo de xg, X1, X2. En otras palabras, los polinomios Ly, Ly, L, serdn los mismos
para cualesquiera valores de yo, Y1, Yz.

En particular, pongamos yo = 1, y; = 0, y, = 0 y evaluemos ambos lados de la
igualdad en el punto x = x:

1=1 -Lo(Xo).
Luego en x = x;:

0=1- Lo(X]).
Al final, en x = x;:

0=1- Lo(Xz).

Vemos que Ly debe cumplir con las siguientes condiciones:
Lo(xo) =1,  Lo(x1) =0,  Lo(xz) =0.
Como L, tiene raices x; y x; y deg(Ly) < 2, por la proposicién enunciada tenemos que

Lo(x) = a(x —x71)(x —x2).
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Usando la condicién Ly(xg) = 1, calculamos el coeficiente «:

1

(xo —x1)(x0 —%2)°

X =

Haciendo calculos similares para Ly y L,, podemos probar que

1, j=k;
L) =8x=<% " ]
0, j#k

y obtener las siguientes férmulas:

o (x=x)(x—x2)
Lolx) = (%o —x1) (%0 —Xz)
 (x—=x0)(x —x2)
L) = (x1 —x0) (X1 — %2)’
L(x) = (x — oﬁEX—Xl)

(x2 —x0)(x2 —x1)"

10. Polinomio interpolante de Lagrange.

x) =) ylLix)
j=0

11. Ejemplo. Usando la formula de Lagrange construya un polinomio P de grado < 2
tal que
P(—1) =15, P(4) =5, P(5) = 9.

Respuesta: P(x) = x* —5x + 9.

12. Ejercicio. Usando la féormula de Lagrange construya un polinomio P de grado < 2

tal que
P(-2)=-7, P(-1)=-6, P(3)=18.

Respuesta: P(x) = x? + 4x — 3.

13. Observacion. Es posible mostrar que el niimero de operaciones aritméticas que se
usan en la férmula de Lagrange tiene orden n3. Hay métodos més eficientes para calcular
el polinomio interpolante (por ejemplo a través de las diferencias divididas). Sin embargo,
la férmula de Lagrange es muy 1til para varios razonamientos tedricos. Por ejemplo, con la
formula de Lagrange vamos a deducir la férmula del error en la interpolacién polinomial.
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