Polinomios basicos de Lagrange

Objetivos. Estudiar la construccion y las propiedades principales de los polinomios basi-
cos de Lagrange.

Requisitos. Teorema del resto, construcciéon de polinomios con raices dadas, algoritmo
de multiplicacion de un polinomio por un binomio.

Forma general del polinomio con raices dadas (repaso)

1. Divisién de un polinomio entre un binomio (repaso). Sea P un polinomio y sea
Xo un numero. Entonces se puede construir un tnico polinomio Q y un unico nimero
tales que

P(x) = (x =x0)Q(x) + . (1)
En el inicio del curso dedujimos un algoritmo para calcular los coeficientes de Q y el
residio 7.

2. Teorema del resto (repaso). En la férmula (1) el nimero r coincide con el valor del

polinomio P en el punto x,:
P(Xo) =T.

La demostracién es trivial: sustituir x por xo en ambos lados de (1) y notar que (xq —

X0)Q(x0) = 0.

3. Corolario del teorema del resto (repaso). El polinomio P se divide sin residuo
entre el binomio x — X si y sélo si P(xq) = 0.

4. Factorizacion de un polinomio que tiene dos raices diferentes. Supongamos
que P es un polinomio y que Xj,X; son dos numeros diferentes tales que P(x;) = 0y
P(x;) = 0. Primero notamos que P se divide sin residuo entre el binomio x — x;, es decir,
existe un polinomio Q; tal que

P(x) = (x =x1)Q1(x).

Evaluamos ambos lados de esta igualdad en el punto x;: P(x;) = (x2 —x1)Q1(x2). Como
P(x2) = 0y x2 —x; # 0, obtenemos que Qq(x;) = 0. Entonces Q; se divide sin residuo
entre el binomio x — X;, es decir, existe un polinomio Q, tal que

Q1(x) = (x —x2)Q2(x).

Por lo tanto,

P(x) = (x = x1)(x = x2) Q2(x).
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5. Proposicién sobre la factorizacion de un polinomio con raices dadas. Sea P
un polinomio que tiene raices diferentes xq,...,%y. Entonces existe un polinomio Q tal
que
P(x) = (x =x1)(x = x2) - - - (x = xm) Q(x).
En particular, si deg(P) < m, entonces Q es una constante:
P(x) =c(x =x1)(x =x2) -+ (x = X).

La idea de demostracion esta explicada arriba para el caso particular m = 2.
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6. Ejemplo. Sean xi,x,,x3 algunos tres nimeros diferentes a pares. Vamos a construir
un polinomio L; de grado 2 tal que

Li(x1) =1, Li(x2) =0, Li(x3) =0.

Aplicamos la Proposicién 5. Para anularse en los puntos x; y x3 y ser de grado 2 el
polinomio L; debe ser de la forma

Li(x) = c(x —x2)(x — x3).

Ahora elegimos ¢ de tal manera que se cumpla la igualdad L;(x;) = 1:

1

T =c(x1 —x2)(x1 —x3) = c= :
(x1 —x2) (%1 —x3)

Respuesta:
(x —x2)(x — x3)

(X1 —x2)(x1 —x3)°

Li(x) =

7. Polinomios basicos de Lagrange L; en el caso general. Sea

X —X

Li(x) = =,

15ken 9 T XK

k#j
En forma maés extensa,

o= e () (X = X ) e (X = X))
Lj(X)— .
(5 —=%1) - veos (% = %-1) (X = Xj51) oo - (X5 — Xn)

Entonces Lj(x;) =1y Lj(xx) = 0 si k #j. En otras palabras,

I_]'(Xk) :6j,k (] S],kéﬂ)

8. Componga un algoritmo que calcule los coeficientes del polinomio Lj. La entrada del
algoritmo es la lista de nimeros X1, ..., X, diferentes a pares y un nimero j € {1,...,n}.
Calcule el nimero de operaciones en este algoritmo.
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