Teorema de Picard sobre la existencia y unicidad
de solucién de EDO con condiciones iniciales

Objetivos. Demostrar el teorema sobre la existencia y unicidad de solucién del problema
de Cauchy.

Hay varias versiones del teorema de Picard. Por simplicidad, en estos apuntes considera-
mos el caso cuando la funién f esta definida en una franja de la forma A x R.

1. Problema. Sean A un intervalo acotado en R, f: A x R — R una funcién continua y
acotada, to € A y xo € R. Se busca una funcién derivable x: A — R tal que

X(t) =f(t,x(t)  (teA),  x(to) =xo.

2. Espacio de funciones continuas y acotadas. Denotamos por Cy(A) al espacio
vectorial de las funciones continuas y acotadas A — R. Se sabe que el espacio Cy(A),
dotado de la norma-supremo

[1X[| o0 = sup [x(t]],
teA

es un espacio de Banach.

3. Proposicién (reduccién del problema de Cauchy al problema del punto fijo
de un operador integral). En el espacio de funciones C,(A) consideramos el operador

(Sx) (W) = xo + Jf(t,x(t)) dt. (1)

Entonces Sx = x si y sélo si x es una solucién del Problema 1.

Demostracion. Supongamos que Sx = x. Entonces
to
x(to) = x0 + Jf(t,x(t)) dt =xo

to
y por el (primer) teorema fundamental de cédlculo
x'(u) = f(u, x(u)).

Al revés, supongamos que x es una solucién del Problema 1. Entonces por el (segundo)
teorema fundamental de calculo

x(u) = x(to) + Jx’(t) dt =xo + J f(t,x(t)) dt. ]
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4. Teorema de Picard (en una franja). Sea A un intervalo acotado en R, sea f €
Cp(A x R, R) tal que existe un K > 0 con

[f(t,vi) — f(t, v2)| < Kjvy — vy (t €A, vi,v; €R),
y sean to € A, xo € R. Entonces el Problema 1 tiene una tnica solucion.

Primera demostracion del teorema de Picard en una franja. Consideramos el operador S
en el espacio Cy(A) con la norma-supremo:

[1X|sup = sup [x(t)].
teA

Sea L la longitud del intervalo A. Vamos a mostrar que para un p bastante grande el
operador SP es contractivo. Afirmamos que para cada p en Ny se cumple la siguiente

afirmacién A(p):

Klu — to|)P
X,y € Co(A) YueA [(SPx — SPy) (u)] < % 1% = Yllsup-

La base (la afirmacién A(0)) es trivial. Suponiendo A(p) demostremos A(p + 1). Sea
x € Cp(A). Entonces para cada u en A

|(SP*!x — SPHly) (u)| = J (F(t, (SPx) (1)) — f(t, (SPy) (1)) dt

+1 ’t - t0|p
< [ KI(SPx)(t) — (SPy)(t)[dt < | KP ol X = Yllsup-
to to .
Partiendo los casos u >ty y u < to, en ambos casos obtenemos
Kp+1 |LL —t |p+1
(71X — SPHy) (w)] < T I1x = Yllsup-

- (p+1)!

Por el principio de induccién, A(p) se cumple para cada p en Ny. Pasando al sup sobre u
obtenemos

(KL)?
1SPx = SPY[lsup < = 1% = Yllsup-
La sucesiéon (%)p tiende a cero cuando p tiende a infinito, por eso se puede elegir un p tal
que (%)p <. O]
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5. Otra norma en Cy(A). Vamos a estudiar otra demostracién del teorema de Picard.
Para ello necesitamos otra norma en el espacio Cy(A). La llamamos la “norma especial
para el teorema de Picard” y la denotamos por || - |[p:

[x[[p = sup (e "l (t)]) .
teA

Es facil verificar que || - ||p tiene propiedades de norma. Comparemos esta norma con la
norma-supremo. Para cada punto t en A tenemos

e*K|t7t0‘ S ‘] S eKLefk‘tftoh

e Mol (1)) < x(t)] < eFte M Rlx (1))

Il < [xllsup < € Ix[lp-

Estas desigualdades significan que la norma || - ||p es equivalente a la norma || - ||syp. Por
eso es facil ver que una sucesion de funciones (x,,)2, converge respecto a || - ||p si y sélo

si converge respecto a || - . Una sucesion de funciones (x,,)° 4 es de Cauchy respecto a
sup nJn=0

|| - ||p sty sélo si es de Cauchy respecto a || - ||sup- Por eso el espacio C,(A) con la norma
| - ||[p es un espacio de Banach.

Sequnda demostracion del teorema de Picard en una franja. Demostremos que S es con-
tractivo respecto a la métrica inducida por la norma || - [|p. Sean x,y € Cy(A). Entonces

t

(Sx)(t) — (Sy)(t)] = J(f(uﬂc(u))—f(u»y(u)))du < Jlf(u,X(u))—f(u»y(u))!du

to
t t
< J Khe(w) — y(w)| du = j KeKiu-toleKiu-tol () ()| d.
to to

Notamos que e Xu=tl|x (1) —y(u)| < [|x —y|lp por la definicién de la norma || - ||p. Por
eso

1(S%) (1) — (Sy)(1)] < [[x —yl» J KeKu—tol gy,

Considerando dos casos: t > 1ty y t < ty, en ambos casos obtenemos
t
J KeKh—tol dyy = eKit=tol _ 1,
to

Entonces

e MRl(Sx) (1) — (SY) (1) < [lx —yllp (T — e 7M7) < fx —yllp (1 — ™),
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ISx = Syllp < (1 — ™) [Ix —yllp-

El nimero 1 — e Xl es estrictamente menor que 1, asf que el operador S es una funcién
contractiva en el espacio (Cy(A), | - ||p). El espacio (Cy(A), || - ||[p) es completo, por eso S
tiene un dnico punto fijo. m
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