Suma de la progresiéon geométrica

Casos particulares y generalizacion

1. Ejemplo. Calcule el producto (1 —q)(1+q+ q*+ q°).
Solucién. Primero multiplicamos 1+ q + q* + g° por 1, luego por —q:

1T—q)1+q+q°+q)=1+q+q*+¢°
—q-q"—q’—q’
=1—4q". O

2. Calcule el producto (escriba los cdlculos intermedios):

(1-q9(+qg+q¢) = + +

3. Calcule el producto:

(1—=q)1+q+q*+q’ +q*) =
—_———

?

4. Escriba la féormula general:

1—q)I+q+q*+...+q™) =

5. Despeje la suma 14+ q + g +...+ g™ de la férmula obtenida en el ejercicio anterior.
Dividiendo entre 1 — q suponemos que 1 —q # 0.

T+q+q*+...+q" = donde  q#
—~—

?
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Ejemplos de aplicacion de la formula

6. Escriba otra vez la férmula para la suma finita de la progresién geométrica:

T+q+q*+...+q" = donde q#
——

?

7. Aplique la férmula del ejercicio anterior para calcular la siguiente suma:

T 1 1 1 1 1 1 el

T4sf ottt e =l —+— o —— =
t3totyptg=lt—+— 4.4 o

8. Calcule la siguiente suma:

e I r T
2 4 8 16 32

9. Leyenda sobre el inventor del ajedrez y granos de arroz.
Puede leer los detalles en:

http://javierarenzana.es/matematicas/curiosidades/la-leyenda-del-ajedrez.html

Cuenta la leyenda que un rey dijo al inventor de ajedrez que le pidiese lo que quisiera. El
sabio le pidié: un grano de arroz por la primera casilla del tablero, dos por la segunda,
cuatro por la tercera, ocho por la cuarta. . .y asi sucesivamente, duplicando en cada casilla
la cantidad de la anterior hasta llegar a la ultima (el tablero tiene 64 casillas). El monarca
encantado por lo barato que le iba a resultar el juego tan genial, procedié a realizar el
pago y...  Cuente el nimero de los granos que deberia pagar el rey.
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Caso excepcional q =1

10. Notemos que la suma 14 q-+q*+q®> consta de sumandos.
—~—

?

11. En general, la suma 14 q+g*+...+q™ consta de sumandos.
—

?

12. Si q =1, entonces

T4+q+q +...+q™ = .
——

?

13. Escriba la férmula general:

y s 1;
T+q+q*+...+q" = a7

, si g=1.
A veces es necesario escribir la suma de la progresiéon geométrica hasta la potencia q™'.

14. Notemos que la suma 1+ q+q*+...+q"" consta de sumandos.
—~—

?

15. Escriba la férmula:

T4+q+q*+...+q" ' =
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Progresiéon geométrica cuyo primer término es distinto de uno

En los ejercicios anteriores hemos deducido una férmula para la progresion geométrica
cuyo primer término es 1.

16. Idea: factorizar el primer término.

a+aq+aq2+aq3+aq4:a< >:a— (q#1).
17. Ejemplo.

LIS IR RO SR B

2 18 36 288

1 1 1
- F‘FZ—]—F...—F— ==

18. Férmula general.

a+aq+aq’+---+aq™ = (q#1).

19. La suma de un corte de una progresiéon geométrica.

q5+q6+q7+',,+q19+qzo:q5< )

—¢————— (g #1.
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Notacién breve para sumas (repaso)

El simbolo ) proviene de la letra griega “sigma” y se usa para denotar brevemente sumas.

6
20. Ejemplo. Z = a3 + + +
3 \/ —— — N &
)= aj con j=3 aj con j=4 aj con j=5 a; con j=6
4
21. Ejemplo. Z 5% =52+ + =
k=2

22. Escriba las siguientes sumas en forma explicita (todos los sumandos):

2 "=

k=

o

L

4
5
=2 )

23. Escriba las siguientes sumas en forma breve, usando la notacién )_:

3 299
(11—|-612+CL3:ZC13, b3+b4+b5+b6+b7:Z???:Z y
k=1 k=777 k= \“;‘/
4+8+16+32=) 1+1+1+1—Z
VAN, 37456
2?
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Separacién del primer o tltimo sumando de la suma (repaso)

24. Separacion del primer sumando de la suma:

4
Y =+ 4+ o+ =a1+<az+ + >=a1+Z :
j=1 ? ? ? ? ? ? ?

25. Separacion del tltimo sumando de la suma:

26. Separe el primer sumando de la suma:

iaiz +)

j=2 ? ?

Separe el ultimo sumando de la suma:

Suma de la progresién geométrica, pagina 6 de 9



Cambio de variable en la suma (repaso)

27. Escriba en forma explicita las siguientes sumas y compare los resultados:

6 9

Zai: + + ) Zak—3: + +

28. Ejemplo.

8 k=j—2

j=3 L 7

7 [ k=j+1]
Za]-+]: ]: =
j=4 L 7

30. Escriba la siguiente suma en forma extensa (todos los sumandos) y luego en forma
breve con una variable nueva:

5
k+1

> g = + + + =

=2 ~~— ~~ ~~ ~—~—

— q k+1 q k+1 q k+1 q k+1

con k=2 con k=3 con k=4 con k=5

E ql’:§ qr.
p=222 p=

Ahora el mismo cambio de variable de manera formal:

> P T
Z qk+1 _ . ? _ Z qp.
k=2 —~— p=
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Deduccién formal de la férmula
para la suma finita de una progresion geométrica

31. Escriba la siguiente suma usando la notacién ) :

1+q+q2+---+q“_‘=iquz

32. En la siguiente suma separe el primer sumando:

n—1

2 9=

LIt

33. Multiplique cada sumando por el factor q, haga el cambio de variable y separe el
ultimo sumando:

n—1 n—1 n—1 k = ] —+ 1
@) d=) a__ =) =|i=
j=0 j=0 ? =0 7 ?
Y- i
~—— ~—~— ~——
k= ? k= ? ?

34. Usando los resultados de los ejercicios anteriores simplifique la expresion:
n—1

(1-a) ) d=

)=

35. Escriba la férmula para la suma finita de la progresion geométrica:

n—1

Z q = donde q #

- —~—

)= ?
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Formula para la suma infinita de una progresién geométrica

] n
2n)
Calcule los primeros valores de esta sucesién y determine su limite.

36. Consideremos la sucesién a,, = <

a; = ) a; = ) as = ) aq =

37. Sea q un nimero tal que |q| < 1. Recuerde el valor del siguiente limite:

lim q" =

n—oo ~—~—

?

38. Recuerde la definicion de la suma de una serie infinita en términos de sumas parciales:

wwwww

oo 297
E a, = lim E 770 =
=0 SO LY

S

39. Sea q un numero fijo tal que |q] < 1. Escriba la férmula para la siguiente suma y
piense qué pasa cuando n — oo:

k=0

n
lim E q* =
n—oo

k=0

40. Férmula para la suma infinita de una progresién geométrica.

qu = donde Iq] <

k

o9}

0 ?
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