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Objetivo:
@ repasar la definicion de las operaciones légicas A, V, -, @,

@ demostrar algunas de sus propiedades.

Prerrequisitos:

@ experiencia de hacer razonamientos matematicos.

Aplicaciones:
@ operaciones légicas — y <> (implicacién y equivalencia) y sus propiedades,

@ operaciones con conjuntos U, N, \ y 4\, y sus propiedades.



Valores l6gicos

Por brevedad, denotamos el verdadero por 1y el falso por 0.

En inglés y en varios lenguajes de programacion, se escribe

True, true, T,

False, false, F.



La operacién binaria A (conjuncion)

La funcién A: {0,1} x {0,1} — {0,1} Escribimos lo mismo de manera breve,
se define mediante las siguientes reglas: en una tabla de verdad .
0ANO0:=0, P q pPAQqg
0AN1:=0, 0 0 0
0 1 0
1AN0:=0, 1 0 0
1IAN1:=1 1 1 1




La propiedad conmutativa de la conjuncion

_ R O O T
— O = O] Q

Proposicién
Para cualesquiera py g en {0, 1},
pPAG=qAp.

= O O o >

Demostracion: se ve de la tabla.



Los valores 0 y 1 son idempotentes bajo la conjuncion

Proposicién
Para cada p en {0, 1},

pAp=p.

Demostracion.
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La conjuncién y las constantes 0 y 1

Proposicién
Para cualquier valor légico p,
pAl=p, pA0=0.

Demostracion.
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Proposicién (la propiedad asociativa de la conjuncién)

=pA(gAT).

(PAG) AT

pA(GAT)

qgAr

(PAG) AT

pPAq




El conjunto {0,1} con la operacién A, como una estructura algebraica

Consideramos el conjunto {0,1} con la operacién binaria A.
@ ;Es un semigrupo?
@ ;Es un monoide?

@ jEs un grupo?



La operacién binaria \V (disyuncién)

La funcién v: {0,1} x {0,1} — {0,1} Escribimos lo mismo de manera breve,
se define mediante las siguientes reglas: en una tabla de verdad.
0Ovo0o:=0, p q pVaq
ov1i=1, 2 . L
0 1 1
1v0o:=1, 1 0 1
1vli=1 1 1 1




Algunas propiedades de V

pVp=p
pVvVO=p
pvli=1
pVg=qVp

(pVa)Vr=pV(qVr).



El conjunto {0,1} con la operacién V, como una estructura algebraica

Consideramos el conjunto {0,1} con la operacién binaria V.
@ ;Es un semigrupo?
@ ;Es un monoide?

@ jEs un grupo?



Propiedades distributivas

Proposicién

(pva)Ar=(pAr)V(qgAr).

Proposicién

(PAg)Vr=(pVr)A(qVr).

Ejercicio. Demostrar estas propiedades, usando tablas de verdad (con 8 renglones).



Las operaciones binarias A y V. como el maximo y el minimo

Consideramos {0,1} con el orden natural: 0 < 1.

Proposicién

Para cualesquiera p, g en {0,1},

pAq=max{p,q},  pVqg=min{p,q},

Las propiedades asociativas se pueden interpretar de la siguiente manera:

(PAGQ)Ar=pA(gAr)=max{p,q,r},

(pVa)Vr=pV(qVr)=min{p,q,r}.



Las operaciones A, V y la comparacién

Proposicién

Para cualesquiera p, g en {0, 1},

PAG<Pp, pPAg=gq.

Escribir propiedades similares para V.



La operacién unaria — (negacién)

La funcién —: {0,1} — {0,1} Escribimos lo mismo de manera breve,
se define mediante las siguientes reglas: en una tabla de verdad.
-0 :=1,

P e
-1:=0. ¢ 1
1 0



La propiedad idempotente de la negacion

Proposicién

Para cualquier p en {0, 1},

Demostracion.




Las leyes de De Morgan

Proposicién

Para cualquiera p, g en {0,1},

“(pAg)=(=p)V(=q),  ~(pVq)=(=p)A(7q).

Demostracién: ejercicio.

p q pPAq —(p A q) -p -q (=p) vV (—q)
0 0 0 1 1 1 1
0 1 ? ? ? ? ?
1 0 ? ? ? ? ?
1 1 ? ? ? ? ?




Dualidad entre Ay V

Ejercicio. Demostrar la propiedad asociativa de V,

usando la propiedad asociativa de A y una ley de De Morgan.



La operacién binaria @ (disyuncién exclusiva)

La funcién &: {0,1} x {0,1} — {0,1} Escribimos lo mismo de manera breve,
se define mediante las siguientes reglas: en una tabla de verdad.
040 :=0, p q pdq
0pl:=1, . ; L
0 1 1
190:=1, 1 0 1
1e1:=0. 1 1 g




Expresion de & en términos de A, V, —

Proposicién

Para cualesquiera p, g en {0, 1},

p®g=(pA(—9q)V (a1 (=p)),

p®g=(pVaq)A(=(pAaq)).

Ejercicio: demostrar estas férmulas con tablas de verdad.



Otras conexiones entre V, A, =y &

p=pdl,

pVa=(pq) @ (pAq).



Algunas propiedades de &

Proposicién

Para cualesquiera p,q,r en {0,1},

(POg)®r=pd(q0r).

Ejercicio: demostrar esta propiedad con una tabla de verdad.

Ejercicio. Determinar si {0,1} con la operacién @ es un grupo.
i Cudl es el elemento neutro?
Dado p en {0,1}, jcudl es el inverso de p?



La operaciéon & como la adicion médulo 2

Recordamos que Z se define como el grupo cociente Z/(2Z).

Definimos f: {0,1} — Zo,
f(x) = x+2Z.

Mostrar que para cualesquiera p, g en {0, 1},

f(p®q) =f(p)+f(q)

Como el grupo cociente Z; es asociativo, tenemos otro camino para demostrar que la
operacién & es asociativa.



El conjunto {0,1} con las operaciones & y A

Mostrar que {0,1} con las operaciones & y A es un anillo asociativo conmutativo con un
elemento neutro bajo A.

Recordemos que 27 es un ideal del anillo Z.

Mostrar que {0, 1} con las operaciones @ y A es isomorfo al anillo cociente Z/(27Z).



